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BEVEZETES

A matematika tanitasa az alsé tagozaton c. felsboktatasi tankényv a tanitd
szakos hallgaték matematika tantargy-pedagogia c. tantargyahoz késziilt.

Atankdnyv az altalanos iskola 1-4. évfolyamanak matematika-tananyagat
¢s az ehhez kapcesolddo alapvetd modszertani ismereteket tartalmazza témor,
tanulhato €s szamon kérhetd formaban.

Felfogasunk szerint a matematika tantargy-pedagogia hidszerepet tolt be a
tanito szakos hallgaték képzésében. Az elméleti matematikai ismeretek és az
also tagozaton tanitando ismeretek kozotti 6sszefiiggéseket vizsgalja.

A tananyagot két £6 kérdés (Mit? Hogyan?) kéré csoportositva targyaljuk.

A Mit tanitsunk? kérdésre a pontos valaszt a mindenkori Nemzeti alaptan-
terv és a hozza kapcsolodo akkreditalt kerettantervek adjak meg. Nap-
Jaink matematika-tananyaga hosszu tanitastérténeti folyamat eredményeként
alakult ki, s jelenleg is valtozik, modosul. Az érvényben [évo also tagozatos
tantervek strukturdjanak és meghatarozo tartalmi vonasainak gyokereit az
1978-as, Varga Tamas nevével fémjelzett komplex matematika-tantervben
talaljuk meg. Ebben a tantervben szerepelt a tantargy neve mar also tago-
zaton is matematikaként a korabbi szdmtan-mértan helyett, s ekkor jelent
meg a matematika-tananyag 6t nagy témakor szerinti csoportositdsa minden
évfolyamon. Ezt a témakorok szerinti felosztast kivetik a jelenlegi tantervek
és tankonyvek is, igaz, azdta torténtek kisebb valtoztatasok a témakordk el-
nevezésében vagy esetleg egy-egy résztémakor besorolasaban.

Tankonyviink a klasszikusnak szamité felosztast koveti, igy a matematika
tantargy-pedagogiai tananyagot 6t nagy témakdorbe sorolva targyaljuk:

1. Szamtan, algebra

2. Halmazok, logika

3. Geometria, mérések

4. Kombinatorika, valdsziniiség, statisztika

5. Relacidk, fuiggvények, sorozatok

Az egyes témakorok tanitasa természetesen eltérd terjedelmi. Also tago-
zaton a Szdmtan, algebra témakor szerepe a meghatarozd, a tanitasi anyag



kozel 70%-a ide sorolthatd. Ezt koveti a Geometria, mérések témakor. Ennek
terjedelme az évfolyamokkal egyre n6. A masik harom témakorrdl gyakran
mondjuk, hogy ezeket nem onalldan tanitjuk, hanem a legtébb esetben az
el6zo kettdbe beépitve. Természetesen a teljes alséd tagozatos tananyagra igaz
az, hogy a spiralis targyalasmodot kdvetve, integraltan tanitjuk, toreksziink
arra, hogy egy-egy feladat egyszerre két vagy akar t6bb témakorhoz is kap-
csolédjon.

Az egyes fejezetekben a tanitandd anyagot idérendben, lehetbleg év-
folyamokhoz k&tédden mutatjuk be. Ez elsésorban a Szdmiran, algebra
témakorben valosithatd meg. A fejezetek természetébol addoddan az évfo-
lyamonkénti besorolas nem minden esetben (példaul Halmazok, Kombina-
torika, Valosziniség) lehetséges, de a targyalasmod itt is kdveti az idérendi
sorrendet.

A Hogyan tanitsunk? kérdésre az alapvetd moddszertani &sszefliggések,
kapcsolodasi pontok bemutatasaval keressiik a valaszt. lsmertetjiikk egy-egy
témakoron beliil a tanitasi fokozatokat, foglalkozunk a matematikai munka-
eszk0z0k alkalmazasaval, példak elemzésén keresztiil ravilagitunk a tipikus
tanuloi, tanit6i hibakra.

Fontosnak tartjuk hangstlyozni azt, hogy tankényviink megtanulasaval a
tanitéi felkésziiltségnek csak egy része szerezheté meg. Ehhez tovabbi is-
meretek, gyakorlati tapasztalatok sziitkségesek. Mindenekel6tt elengedhetet-
len a biztos matematikai hattértudas. Az also tagozatos tananyaghoz kétédo
elméleti matematikai ismeretek bemutatasara sem terjedelmi, sem targya-
lastechnikai okok miatt nem vallalkoztunk. Ezek az ismeretek kiilonbozo
tankonyvekbdl szerezhetok meg, elsdsorban a Matematika az dltaldnos kép-
zéshez a tanité szak szdmdra (szerk.: Pappné Adam Gyorgyi, Nemzeti Tan-
konyvkiadd, Budapest, 2006) cimii felsdoktatasi tankényvet ajanljuk.

Igen fontosnak tartjuk a matematikai munkaeszk6zdk hasznalatat a tani-
tas soran. A klasszikus munkaeszkdzoket (szinesrad-készlet, logikai készlet
stb.) egy-egy mintafeladathoz kapcsoldédva réviden bemutatjuk, részletesebb
leirast és tovabbi felhasznalasi lehetdségeket a szakirodalomban talalhat az
olvasé. Elengedhetetlen az alsé tagozatos tankdnyvek, munkafiizetek, fel-
adatgy(ijtemények tanulmanyozasa is. Tankdnyviink elsddlegesen a tani-
to szakos hallgatoknak szdl, nem célja, hogy részletesen ismertesse azt a
szohasznalatot, amelyet egy-egy tanitasi 0ran a tanitonak hasznalnia kell.
Erre vonatkozo ismereteket az egyes tankdnyvcsaladokhoz késziilt tanitoi
kézikdnyvekbol, kiadott o6ravazlatokbol, oravazlatrészletekbdl szerezhet az
érdekl6d6 olvasd.



Nyomatékosan hangsulyozzuk, hogy a tankdnyv nem helyettesiti sem a
tantargy-pedagogiai kurzusok latogatasat, sem az iskolai oralatogatasokon
szerzett tapasztalatokat.

Felfogasunk szerint tehat a tanitdi felkésziiltség tobb Osszetevobol all,
melyek koziil tankonyviink csupan az egyik. Ezek az Osszetevok: elméleti
matematikai ismeretek, tantargy-pedagogiai ismeretek (kurzuslatogatas, tan-
konyv), als6 tagozatos tankonyvcesaladok (benne tanitéi kézikonyvek), mun-
kaeszk6zok ismerete, oralatogatasok és a hallgatdk onallosagat fokozatosan
ndveld gyakorld tanitasok.
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1. Szamtan, algebra

1.1. A természetes szaimfogalom alakitasa

Az altalanos iskolai matematika tanitisat a természetes szdm fogalménak
alakitasaval kezdjiik.

Az 1. éviolyamot kezdd tanulok a mindennapi élet kiilonbdzo szituacidiban
mar talalkoztak szdmokkal, szamnevekkel. A szdmnevek ismerete Snmaga-
ban még nem jelenti a szamfogalom meglétét, de a hétkdznapi és az 6vodai
tapasztalatok jo kiindulépontot jelentenek ahhoz, hogy 6sszegyijtve és rend-
szerezve ezeket, megkezdjiik a szamfogalom tudatos kialakitasat.

Ahhoz, hogy a szamfogalom minél szélesebb korli absztrakcié eredmé-
nye legyen, at kell gondolnunk, hogy melyek azok a mindennapi szituaciok,
amelyekben szadmokkal talalkozunk. Ennek megfelel6en a természetes sza-
mot darabszamként, sorszamként és mér6szamként egyarant értelmezziik.
Megemlitiink olyan helyzeteket is, amelyekben a szamoknak nem tulajdoni-
tunk matematikai jelentést, csupan objektumok megkiilonboztetésére hasz-
naljuk oket.

A fogalomalakitas folyamata természetesen nem fejezddik be az 1. évfo-
lyamon, a szamfogalom folyamatosan béviil, arnyaltabba valik a kévetkez6
évek soran, kdszonheten a szamkor (linearis és strukturalis) bévitésének és
a miveletek megismerésének.

1.1.1. Tobb, kevesebb, ugyanannyi
A természetes szamfogalom értelmezésénél véges halmazokbol indulunk ki.
Két halmazt egyenlé szamossagiinak mondunk, ha kdzottiik kdleséndsen
egyértelmil megfeleltetés létesithetd. Ennek a definicionak megfeleléen els-
szor olyan feladatokat tliziink ki, amelyekben két halmazrdl el kell donteni,
hogy ugyanannyi elemet tartalmaznak-e vagy sem. Ezt a tanuldk agy dontik
el, hogy az elemeket paronként megfeleltetik egymasnak, azaz elvégzik a
kolcsonosen egyértelmil hozzarendelést. A parositas eredményeként két eset
fordulhat eld:
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— A két halmaz elemeit parba tudjuk allitani. Ekkor azt mondjuk, hogy a
két halmazban ugyanannyi elem van.

— Az egyik halmazban van legalabb egy olyan elem, amelynek nincs par-
ja. Ekkor azt mondjuk, hogy ez a halmaz tobb elemet tartalmaz (masik
halmazban kevesebb elem van).

A t6bb, kevesebb, ugyanannyi relaciok jelolésére bevezetjiik a >, <, = un.

relaciojeleket.

1. példa
Mibdl van tobb a képen, salakbdl vagy sapkakbdl? Parosits! (1.1. dbra)

Célszerli olyan halmazokat is 6sszehasonlittatni, amelyek koéziil az egyik-
ben viszonylag nagy kiterjedésti, de kevés elem van, mig a masikban kisebb
kiterjedésii tArgyakbol van tobb, ezzel is hangsilyozva, hogy az 6sszehason-
litdsnal most csak a halmazok elemszamara koncentralunk.

2. példa
Szinezd ki azt a tornyot, amelyik tobb kockabol épiilt! (1.2. dbra)

&S| —

\

Q :
]

\

N_— d
Kl—"’

1.1. dbra 1.2, dbra

Kevesebb (5-nél nem tobb) elemszami vagy nagyon eltérd szamossagi
halmazok esetén a parositas elvégzése nélkiil, ranézésre is meg kell tudni
allapitani, hogy melyik halmazban van t5bb (kevesebb) elem.

13



3. példa
Tobb, kevesebb, ugyanannyi? Tedd ki a megfelel6 jelet! (1.3. dbra)

Nehezebb a feladat, ha nem 2, hanem 3, esetleg 4 halmaz szamossagat kell
Osszehasonlitanunk.

4. példa
Mutasson a nyil a kevesebb felé! (1.4. dbra)

1.3. dbra 1.4. dbra

Megjegyzések:

— Atdbb, kevesebb, ugyanannyi relacidk eldontéséhez még nincs sziikség
szamfogalomra. Ezeknél a feladatoknal a tanulok nem szamokat hason-
litanak 6ssze, hanem halmazokat.

— Ha kett6nél tobb halmaz szaimossagat hasonlitjuk 6ssze, akkor a relcioé
jeldlésére a relacidjelek helyett célszer(ibb nyilakat hasznaini. Négynél
tobb halmaz &sszehasonlitasat ne kérjiik, mert a berajzolandé nyilak
nagy szama attekinthetetlenné teszi a megoldast.

A t6bb, kevesebb, ugyanannyi relaciokra alapozva elkezdhetjiik a szam-
fogalom alakitasat.

A természetes szamok megismerését nagyon részletesen, koriiltekintden
kezdjiik. Nullatol tizig a szamok tanitasat egyesével, hasonlo algoritmus sze-
rint végezziik. Ez a folyamat az 1. évfolyam 1. félévére esik.
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1.1.2. A természetes szdm mint darabszam

Egy konkrét természetes szam bevezetését kiilonb6zo véges (altalaban azo-
nos elemszamii) halmazok szamossaganak vizsgalataval kezdjiik. Feltessziik
példaul azt a kérdést, hogy mi a kozos a 4 almat, 4 ceruzat, 4 gyereket, 4 vi-
ragot tartalmaz6 halmazokban. Igyeksziink ugy megvalasztani a halmazo-
kat, hogy azoknak az azonos elemszamon kiviil mas k6zos tulajdonsaga ne
legyen. igy a természetes szamot mint darabszamot halmaztulajdonsagként
vezetjiik be.

1. példa
Egészitsd ki a rajzokat uigy, hogy mindegyik gyereknek jusson ceruza is és
fiizet is! (1.5. dbra)

1.5. dbra

Megjegyzések:

— Ha sziikséges, a tanulok parositassal is eldonthetik, hogy hany gyerek-
nek kell még ceruzat vagy fiizetet adniuk.

— Célszeri olyan feladatot is adni, amelyben az egyik halmaznak eredeti-
leg négynél tobb eleme van. Ekkor a tanuldk athizassal jelslik a feles-
leges elemeket.

A bevezeto feladatok utan megfogalmazzuk, hogy a bemutatott halma-

zoknak az a kozos tulajdonsaga, hogy mindegyik ugyanannyi elembdl all.
Ezutan megnevezziik ezt a darabszamot, esetiinkben a négyet.
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1.1.3. A szamok jelolése és a szdmirds

Egy konkrét szam bevezetése tehat absztrakeio eredménye. A szamok meg-
ismerésével egyidejlileg felvetodik a szamnak mint absztrakt fogalomnak a
jelolési modja. Ezzel a kérdéssel eljutunk a szamok irasanak probléméajahoz.
Ertelemszeriien az arab szimjegyek irasat, olvasasat tanitjuk meg el6szor. It
hasonloan jarunk el ahhoz, ahogy a betiiirast sajatitjak el a tanuldk iraséran.

1. példa
Gyakorold a négyes szam irasat! (1.6. abra)

Fontos, hogy a szamokkal vald ismerkedés soran a tanulok meg tudjak
nevezni és le is tudjak jegyezni egy halmaz elemszamat, illetve forditva:
tudjanak mutatni, kirakni vagy rajzolni egy adott szamossagli halmazt.

Az arab szamjegyekkel torténd lejegyzés csupan egy a lehetséges jelsle-
si mdédok koziil. Egy bizonyos szam (szamossag) megjelenitésére tébbféle
lehetoség van. Példaul egy szamot megjelenithetiink korongokkal, palcikak-
kal, mutathatjuk az ujjainkkal, hasznalhatjuk a szorobant, a golyds szamolét
vagy a matandat.

A torténelem soran egy€b szamirasi modok is hasznalatosak voltak. Ezek k-
ziil a romai szamokkal ismetrtetjiilk meg a tanulokat, hiszen ezekkel napjainkban
is talalkozunk.

A rémai szamok 1-t6l 10-ig: I, I1, II1, IV, V, VI, VII, VIII, IX, X.

A tiz. szam leirdsahoz mind6ssze harom kiilonboz6 jelet hasznalunk, ezek-
bol &sszeadassal (2, 3, 6, 7, 8), illetve kivonassal (4, 9) kapjuk meg a t5bbi
hét szamot. Eppen ezért a rémai szdmokat csak az dsszeadds és a kivonas
megismerése utdn érdemes alaposabban tanulmanyozni. (A romaiak a nulla-
ra nem vezettek be jelet.)

A romai szamjelek keletkezését nem ismerjilk pontosan. Sokan gérog-
etruszk eredetet sejtenek a jelekben, melyek kiilonbdz6 kézfejtartasokhoz
kothetok.

2. példa

Karikazd be azokat a rajzokat, amelyek ald a négyes szamot irnad! Indokold
is meg! (1.7. dbra)
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1.1.4. A természetes szdam tovdibbi értelmezési lehetiségei

Két halmaz szamossagat nemcsak kolcsondsen egyértelmil hozzarendelé-
sekkel hasonlithatjuk &ssze, hanem szamlalassal is. A szamlalas eredménye-
ként minden halmazhoz hozza tudunk rendelni egy szamot, és ezt kdvetden
a konkrét halmazok helyett elegendd csak a szdmok sszehasonlitasét elvé-
gezniink. Egy halmaz elemeinek megszamlalidsa matematikailag azt jelenti,
hogy minden elemhez hozzarendeliink egy szdmot (sorszamot), majd az ily
modon rendezett halmaz utolsé elemének sorszamat tekintjiik a halmaz sza-
mossaganak. Természetesen, mikor megszamoljuk példaul, hogy hany gye-
rek van a tablanal, akkor azt gy mondjuk, hogy egy, ketts, harom, négy stb.
¢€s nem ugy, hogy elsd, masodik, harmadik, negyedik stb., de a ramutatassal
a gyerekeket sorba rendezziik, és a kimondott szimok val6jaban a sorban
elfoglalt helyiikre utalnak.

A tanulok a sorszamnak a fenti kdzvetett jelentésén til kdzvetlen jelenté-
sével is talalkoznak. Kiilonbséget kell tenniiik példdul a négy és a negyedik
kozott. Ennek megtanitasa torténhet tigy, hogy kihivunk a tabla elé négy gye-
reket. Megkérjiik eldszor 6ket arra, hogy guggoljon le a négy gyerek, majd
arra, hogy guggoljon le a negyedik gyerek mondjuk az ablaktdl szamolva.
Jol latszik, hogy a sorszdmmal mindig csak egy elemet (gyereket) jellem-
ziink. Az irasmoédban 1évo eltérésre is felhivjuk a figyelmet: a sorszamot a
szam jele mogé tett ponttal kiilonboztetjiik meg a tdszamtol.
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1. példa
Melyik gyerek hanyadik lett? Ird a sorszamukat a felettiik 1évé négyzetekbe!
(1.8. dbra)

Meéréseink eredményét egy mérGszam és egy mértékegység egyiittesével
adjuk meg (lasd 3.5.2. fejezet). A méroszam azt fejezi ki, hogy a kérdéses
mennyiség hanyszorosa a valasztott mértékegységnek. Példaul a 4 mas-mas
mérdszamtartalmat hordoz az alabbi szituacidkban:

— a4 kg alma azt jelenti, hogy ez a mennyiség 4-szerese az 1 kg-os to-

megegységnek,

— a4 m hosszit fonal azt jelenti, hogy 4-szer olyan hosszl, mint a méterrad,

— a4 nap azt jelenti, hogy ennyi id6 telik el, mialatt a nap négyszer felkel

és lenyugszik.

Az 1. évfolyam elején még kevés példa all rendelkezésiinkre ahhoz, hogy
a szamok mérészamokként vald értelmezését bemutassuk, hiszen a mérés
tanitasa késobbi feladat. A szinesrud-készlet azonban alkalmas arra, hogy ezt
az ¢értelmezési lehetoséget megvilagitsuk a tanulok elott.

A kis fehér kockat mértékegységként hasznalva Ggy dontjiik el, hogy a
kiilonbo6z6 szinl rudakhoz melyik szam tartozzon, hogy megnézziik, hany
fehér kockaval rakhatok ki az egyes rudak. Ez azt jelenti, hogy alkalmi mér-
tékegységgel megmérjilk a rudak hosszat. A mérés eredményeként megalla-
pitjuk példaul, hogy a piros rud 4-et ér, mert 4 fehér kockaval tudjuk kirakni.
Val6jaban azt allapitjuk meg, hogy 4-szer olyan hossz(, mint a fehér, tehat itt
a 4 szamnak a mérészamjelentését hasznaljuk.

2. példa

Keresd meg azt a rudat, amelyik ugyanolyan hossz{, mint
a) 4 fehér kiskocka,
b) 4 rézsaszin rad,
¢) 4 vilagoskek rad Gsszetolva!

Megjegyzés:

A fehér kiskockat mértékegységként hasznalva mindegyik szines radhoz
egyértelmiien hozza tudunk rendelni egy szamot, és legtébbszor az adott ru-
dat ezzel a szdmmal azonositjuk. A feladat arra iranyitja ra a figyelmet, hogy
amértékegység valasztasatol fiiggden ugyanaz a szam (mint mérészam) elté-
ré mennyiségeket jelol. Itt nemesak a piros rid mérészama 4, hanem a bordo
¢s a z6ld radé is.
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El6fordul, hogy a szamokat nem darabszam-, sorszam- vagy mér6szamérte-
lemben hasznaljuk, hanem csupéan objektumokat kiilonboztetiink meg veliik,
példaul autdbuszokat, autdutakat vagy nagyobb varosokban iskolakat. Az
ilyen tipusi szdmoknak matematikai jelentést nem tulajdonitunk.

3. példa
Beszélgessiink a képrol! Mit ebédel az, aki a 4-es ételt valasztja? Te melyik
ételt valasztanad? (1.9. dbra)

1.8. dbra 1.9. dbra

1.1.5. A helyi értékes rendszer és a szamrendszeres irasmod

Kilépve az egyjegyii szamok korébdl a gyerckek megismerkednek a helyi
értékeken alapuld szamrendszeres irasmoddal. Ennek lényege tizes szam-
rendszerben a tizesével t6rténd csoportositas (példaul 10 db 1 forintost 1 db
10 forintosra, 10 db 10 forintost 1 db 100 forintosra ... valthatunk be).

A természetes szamok halmazanak megismerése az 1-4. évfolyamon fo-
kozatosan torténik. A folyamatot a matematika tantargy-pedagogiaban linea-
ris szamkorbovitésnek szokds nevezni.

1. évfolyamon 0-t6l 20-ig,

2. évfolyamon 100-ig,

3. évfolyamon 1000-ig,

4. évfolyamon 10 000-ig ismerkednek meg a tanulok a természetes sza-
mokkal.

A megismeré¢si folyamat természetesen itt nem all meg, az 5. évfolyamon
tovabb boviil a szamkdr, dontéen az egymillids szamkorben szamolunk, de
ebben az életkorban mar a tanulok képesek a tetszélegesen nagy szamok
megértésére, illetve a szamkor végtelenségének felfogasara is.
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A linedris szamkorbovités alapja a helyi értékes irasmdd tudatositésa.
Ezt az 1. évfolyamon elkezdjiik, hiszen a 10-nél nagyobb szamok beveze-
tését analogiakra épitve, az egyjegyli szamok viselkedésére utalva végez-
ziik. Példaul a 15-6t 10+5-ként vezetjilk be. Az év végén pedig a tovabbi
szamkorbovités elokészitéseként megismertetjiik a kerek tizesek (10, 20, ...,
90, 100) fogalmat, ugyancsak az egyjegyii szamok analdgiajat hasznalva.

A 2. évfolyamon a kétjegyl szamok teljes kérét megismerve mar tudato-
san bontjuk a szdmokat egyesckre és tizesekre.

Szemléltetésre a jaték pénz mellett hasznalhatjuk a szines rudakat, figye-
lembe véve, hogy egy narancssarga raddal helyettesithetiink 10 fehér koc-
kat, de alkalmasak a legbelemek is, 10 kis téglat 5sszeépitve a kapott oszlop
10-et ér. A gyufaszdlak és a gyufasdobozok szintén a csoportositas eszkbzei
lehetnek. (1.10. dbra)

A tizestdl eltérd szdmrendszerek bevezetése nem feladata az alsé tago-
zatnak, am a szdmrendszeres szamolas alapjat képezd csoportositas olyan
tevékenység, amely elmélyiti és segiti a tizes szamrendszernek és a tizes
szamrendszerben torténd miiveletvégzésnek a megismerését. Ezért célsze-
rli Un. csoportositasi, leltarozasi feladatokat végeztetni, ahol a csoportositas
alapja 10-t6] eltér6 szam.

Példaul 25 egyforma kis legdtéglat csoportositsunk harmasaval! A kapott
harmas oszlopokat ismét harmasaval stb. (1.11. dbra) A csoportositas végén
készitsiink ,,leltarjegyzéket™:

tomb oszlop tégla | Gsszesen
2 2 1 25

Ezzel az eljarassal gyakorlatilag atvaltottuk a 25-6t harmas szamrendszerbe.

A csoportositast ugyanannyi elem esetén elvégezhetjilk mas alapszammal
is, de kiindulhatunk mas elemszambdl is. A Iényeg az, hogy addig végezziik
a nagyobb egységre torténo bevaltast, ameddig lehetséges, és a végén tabla-
zatba jegyezziik le az eredményt. Ezekkel a tevékenységekkel a tizes szam-
rendszertol figgetlen helyiérték-tablazat fogalmat alakitjuk ki.

Megjegyzés:

A Dienes-készlet a szinesrid-készlet kiterjesztésének tekinthetd. Létezik 2-es,
3-as és 4-es készlet. Mindegyikben megtalaljuk a fehér kiskockat, a megfeleld
szinli rudat (rézsaszin, vilagoskék, piros), tovabba a réteget, a nagykockat és az
oszlopot. Ezek az elemek az el6z6ekbol épithetdk. Példaul a kettes készletben
1 rad 2 fehér kiskockabdl, 1 réteg 2 radbol, 1 nagykocka 2 rétegbdl, 1 oszlop
pedig 2 nagykockabol. igy a Dienes-készletek alkalmasak a kettes, harmas és
a négyes szamrendszer fogalmanak alapozasara. (1.12. dbra)
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A 3. évfolyamon vezetjiik be a haromjegyii szamok helyiérték-tablazatos
alakjat. A szamokat szazasokra, tizesekre, egyesekre bontjuk, €s a szamje-
gyeket beirjuk a helyiérték-tablazat megfelel6 oszlopaiba. Példaul:

sz4zas tizes egyes
4 5 2

A tablazat segitségével értelmezziik az egyes szamjegyek alaki, helyi ¢és
valodi értékét. A 452 szamban példaul az 5 alaki értéke az 5-6s szamjegy,
helyi értéke 10, valodi értéke 50.

A fenti fogalmak alakitasat gyakran kombinatorikai feladatokkal kapcsol-
juk Ossze.

1. példa

Képezz haromjegyii szdmokat a 4, 5, 2 szamjegyekbdl! Foglald helyiérték-
tablazatba a kapott szamokat! Melyek azok a szamok, amelyekben a legki-
sebb helyi értéken a legnagyobb alaki értékii szamjegy all?

A 4. évfolyamon mar négyjegyl szamokkal szamolunk, tehat megismer-
jik az egyes, tizes, szazas és az ezres helyi értékeket.

A szamnevek helyesirasanak gyakorlasara is sort keritiink. 2000-ig a
szamokat egybeirjuk, a 2000-nél nagyobb, nem kerek ezresek irasanal
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pedig az ezresek utan kotdjelet tesziink. Példaul az 5054 betiikkel leirva:
Otezer-6tvennégy.

2. példa

Keress 6t olyan négyjegyli szamot, amelyben az ezres €s a tizes helyi értéken
ugyanaz a szamjegy, a szazas helyi értéken a legkisebb alaki értékii szam-
Jjegy. az egyes helyi értéken pedig az ezresek helyén allé szamjegynél eggyel
kisebb szamjegy all! ird le a kapott szamokat betiivel is!

A tanulok a linearis szamkorbovités lépéseinek megfelelden megismer-
kednek tehat a tizes szamrendszeres helyi értékes irasmoddal.

A tizes szamkorhoz k6todoen bevezetett sokféle jelolési, irasi modot tovabb bo-
vitjiik a szazas, ezres szamkorokre. Igy beszéliink a nagyobb szimok szorobannal,
golyds szamoldval, matandaval t6rténd megjelenitésérél. (1.13. dbra)

000000000
-2008———000000-
0000000

A romai szamok

A tizes szdmrendszeres helyi €rtékes, arab szamjegyekkel torténé szamira-
si méd mellett a mindennapi €letben a romai szamok fordulnak eld. A 10-
nél nagyobb szamok megjelenitéséhez tovabbi jeleket vezetiink be: L (50),
C (100), D (500) és az M (1000).

A rémai szamiras nem helyi értékes, logikdja az 6sszeadas és a kivonas el-
vén alapul. Az egymas mellé irt szamjelek a tiznél nagyobb szamok esetében
is jelenthetnek 6sszeadast, kivonast vagy 6sszeadast és kivonast vegyesen.

Tisztan Osszeadasrol akkor van szd, ha az egymast kovetd jelek egyre ki-
sebb szamokat jeldlnek, példaul: MDCCXXXVII = 1000 + 500 + 100 + 100
+10+10+10+5+1+1=1737. Tisztan kivonast akkor kell végezniink, ha
a kisebb szdm megeldzi a nagyobbat, példaul CM = 1000 — 100 = 900.

A legtdbb rémai szamban egyarant megtalaljuk a kivonas és az Osszeadas
elvét is, példaul MDCCCXLIX = 1000 + 500 + 100 + 100 + 100 + (50 — 10)
+ (10 - 1) = 1849 vagy CDXCIX = (500 — 100) + (100 - 10) + (10 — 1) =
499,
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1.1.6. A szamegyenes
A természetes szamokat szamegyenesen is szemléltetjiik.

Egy tetszéleges egyenesbdl igy kapunk szamegyenest, ha kijeloliink rajta
egy pontot (a nulla helyét), megadjuk az egységnyi tavolsagot, és nyillal
megjeloljiik a ndvekedés iranyat. Ezzel lehetové valik, hogy a szamoknak
egy-egy pontot feleltessiink meg a szamegyenesen, és igy geometriai jelen-
tést tulajdonitsunk nekik. (1.14. dbra)

—
o 1 2 3 4 5 6 7 9 10

1.14. dbra

o s =

A szamegyenessel mar az elsé néhany szam megtanitasa utan megismer-
kednek a tanulok. Az ezutan megtanitott tovabbi szamokat mindig elthelyezziik
a szamegyenesen. Igy a szamokhoz vizualis képzet tarsul, ez segit abban, hogy
az adott szamot a tobbi szamhoz viszonyitva is értelmezziik. Az egyes szamok
nagysagat a 0-tol valo tavolsaggal, azaz egy szakasszal jellemezziik. Két ter-
mészetes szam Kkoziil az a nagyobb, amelynek 0-t6l valo tavolsaga nagyobb.
Gyakorlatilag a természetes szamok nagysagviszonyat a szamegyenes segitsé-
gével szakaszok Ssszemérésére vezetjiik vissza (lasd 3.5.1. fejezet).

A linearis szamkorbovitéssel a szamegyenes egyre ,,hosszabb” lesz, hi-
szen egyre nagyobb szamokat kell elhelyezniink rajta. Ahhoz, hogy nagyobb
szamokat abrazolni tudjunk, kézenfekvd megoldas az egységszakasz hossza-
nak csdkkentése, de tobb feladatban el6fordul az is, hogy a szamegyenesnek
csak egy szakaszat abrazoljuk.

1. példa
Abrazold a megfeleld szamegyenesen a kovetkezd szamokat: 24, 240, 2400,
7,70, 700! (1.15. dbra)

| |- —F 1 | 5 | E ! f—>
0 10
| | | | — | | | | | | | >
I T ] i i ) 1 I I i i .
0 100
—tt
0 1000
—

1.15. abra
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2. példa
frd oda minden tizedik beosztishoz a megfelel6 szamot! Keresd meg az alabbi
szamok helyét mindharom szamegyenesen: 3612, 3658, 3687! (1.16. dbra)

N VPYPRPP PPPFOYP| (PPYPFFYIRPRYTPPP FPYL DY 1P 1RYY RYOUTOURI (OFVR PRV PPYCTOTTY PPV TOOY R
0

10 000

PP PEVY PR PP POV PP PPTYOUPE PP YYPL [OFFTFRYT EPYYTOPT YYYTTOCT) PRYYYTODE] PRAVI IV

3000 4000

B POTFOPPY PP PP Y 1RPY RPN PP PR PRV FRRY YV FYRPYPYPY PP FONY| COPNOTY (PR TYYY G

3600 3700

1.16. dbra

Szamegyenes helyett hasznalhatunk Gn. szamvonalat is, jelezve, hogy a
hangsily nem az,,egyenes”-en van, hanem azon, hogy a szemléltetésre kiva-
lasztott vonal nyitott, hurokmentes és iranyitott.

3. példa
Keresd meg mind a 4 szamvonalon a 15 helyét! (1.17. dbra)
20
2%
0 Q
N 1 Y [ oy Y T 9
20 /3
1.17. dbra

1.1.7. Szdmszomszédok és kerekitett értékek

Egy természetes szam (egyes) szamszomszédjain azt a két természetes sza-
mot értjiik, melyeknek az adott szamtdl valo eltérése 1. gy a 0 kivételével
minden természetes szamnak két szamszomszédja van, egy kisebb és egy
nagyobb. A 0-nak csak nagyobbik szamszomszédja van, ez az 1.
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A szamszomszédok megkeresése tizes szamkorben a szamok fogalmi ki-
alakitasaval egy id6ben torténik, annak természetes velejardja. Miutan elhe-
lyezziik az ijonnan bevezetett szamot a szaimegyenesen, megallapitasokat
tesziink a ,,szomszédjair6l”. (A ,;szomszédsag” igen szemléletes fogalom,
kénnyil akér egy hazsorra, akar a gyerekek sordra asszocialni altala.) Példaul
a 6-nak a kisebbik szomszédja az 5, az 5-nek viszont a 6 a nagyobbik szom-
szédja.

1. példa
frd be a 4, 6, 9 szamok kisebb és nagyobb szamszomszédjait, jelold ezeket a

szdmokat a szamegyenesen! (1.18. dbra)

O<4<0, 0<6<0, 0<9<[

oinleimininioininioln

1.18. dbra

D-_

Megjegyzés:
Helyezziink hangsulyt annak felismerésére is, hogy ugyanaz a szdm (pél-
dankban az 5) lehet egyszerre kisebb és nagyobb szamszomszéd is!

A szamszomszéd fogalma er6siti a sorszam fogalmat, és a szamok nagy-
sdgviszonyainak elmélyitését is szolgalja.

A szamkor linedris bovitésével az egyes szamszomszédok mellett beszé-
link kettes, harmas stb. szamszomszédokrdl, elokészitve ezzel a kettesével,
harmasaval stb. szamlalast.

A tizes szamszomszédok jelentése a fentebb leirtakhoz képest annyiban
médosul, hogy itt nem az adott szamtdl pontosan 10-zel eltérd szamokrol
van sz0, hanem arrol a két kerek tizesrdl, amelyeknek az adott szamtol valo
eltérése nem tobb 10-nél. Példaul a 36 tizes szamszomszédjai a 30 ¢s a 40, a
80 tizes szamszomszédjai a 70 ¢s a 90.

A 2. évfolyamtol vezetjiik be a tizes, 3. évfolyamtol a szdzas, 4.-t6] az
ezres szamszomszédokat a tizes analogidjara. Ezzel egyrészt a helyi értékes
szamolas megértését segitjiik, masrészt elokészitjitk a kerekités fogalmat.

Példaul a 342 egyes szamszomszédjai a 341 €s a 343, tizes szamszom-
szédjai a 340 és a 350, szazas szamszomszédjai pedig a 300 és a 400.
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Természetesen az is el6fordulhat, hogy egy szimnak megegyezik vala-
melyik egyes, tizes, szazas stb. szomszédja. Példaul a 499-nek a nagyobbik
egyes, tizes és szazas szomszédja egyarant az 500.

A mindennapi életben gyakran nincs sziikség pontos szamadatokra, ele-
gend6 kozelitd, azaz kerekitett értékeket hasznalnunk. Példaul ,,A futball-
meccsen 5000 nézd volt jelen.” vagy ,.Debrecen lakosainak szama kb.
200 000 fo.”

A szamok kerekitése torténhet tizesre, szdzasra, ezresre stb. Egy szadm
tizesre kerekitett értékén a hozza kozelebbi tizes szamszomszédjat értjiik.
Ez a megfogalmazas két tovabbi kérdést vet fel.

Az egyik az, hogy mit jelent matematikailag az, hogy a ,,hozza kdzeleb-
bi”. Ez a szemléletes kifejezés a szam szamegyenesen elfoglalt helyére utal,
¢és geometriai jelentést hordoz. Egy szamhoz két masik szam koziil az van
kozelebb, amelyiknek a szamto] vett eltérése (kiilonbségének abszolit érté-
ke) kisebb.

A masik kérdés, hogy mit tegyiink azokkal a szamokkal, amelyek egyen-
16 tavol vannak mindkét tizes szamszomszédjuktdl. Ezek az 5-re végzoddd
szamok. Erre az esetre kiilon szabalyt kellett alkotni, ezt szokas kerekitési
szabalynak nevezni: ,,5-t6l felfelé kerekitiink™, azaz az 5-re végz6d6 szamok
tizesre kerekitett értéke legyen a szam nagyobbik tizes szamszomszédja.

A tizesre kerekités analogidjara vezetjiik be a szdzasra, ezresre stb. kere-
kités fogalmat. A szazasra kerekitésnél a szazas szamszomszédok koziil, az
ezresre kerekitésnél az ezres szamszomszédok koziil kell a kdzelebbit va-
lasztanunk. Ha a szam 50-re, illetve 500-ra végzddik, akkor szazasra, illetve
ezresre kerekitett értékén a nagyobbik szazas, illetve ezres szimszomszédjat
értjiik. Példaul a 448 tizesre kerekitett értéke 450, szazasra kerekitett értéke
400, ezresre kerekitett értéke 0, vagy a 450 tizesre kerekitett értéke 450, sza-
zasra kerekitett értéke 500, ezresre kerekitett értéke 0.

2. példa
frj 5-5 olyan szamot, amelyeknek a
a) tizesre kerekitett értéke 640,
b) szazasra kerekitett értéke 600,
c) tizesre és szazasra kerekitett értéke egyarant 300!

Megjegyzés.

Mivel napjainkban az 1 és 2 Ft-os pénzérmék nincsenek forgalomban,
készpénzes fizetésnél az (n. Stosre kerekitést alkalmazzak, azaz az arhoz
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legkozelebbi 5-tel oszthaté szamnak megfelel6 értéket kell fizetniink. Példaul
3432 Ft helyett 3430 Ft-ot, de 3433 Ft-helyett mar 3435 Ft-ot.

1.2. A természetes szamokkal végezheté miiveletek
bevezetése

A gyermekekben is felmeriil az igény, hogy szamokkal jellemzett sokasagok-
bol vagy adatokbdl (jabb informaciokat nyerjenek ki. Példaul a karacsony ko-
zeledtével mar elkezdik szamolni, mennyit kell még aludni, hogy karacsony
legyen. Ehhez tudni kell, hogy hanyadik napot irjuk decemberben, és mikor
van karacsony. Ezek ismeretében mar megkaphatjak a sziikséges informaci-
ot, akar ugy, hogy az adott naptdl elkezdenek szamolni december 24-ig, vagy
24-b61 kivonjak az éppen aktualis napot. gy a sziikséges informacié megszer-
zéséhez Gsszeadasi vagy kivonasi miiveletet kell elvégezni.

Egy adott szdmhalmazon értelmezett matematikai alapmiveleten olyan
leképezést értiink, amely egy rendezett szamparhoz egy €s csak egy szamot
rendel. Példaul a természetes szamok halmazan a 6-hoz és a 2-h6z hozzaren-
delhetjiik
az Osszeadas miivelettel a 8-at,

a szorzas muvelettel a 12-t,
— akivonas miivelettel a 4-et,
az osztas miivelettel pedig a 3-t.

Az alapmiiveletek koziil az 0sszeadas €s a szorzas minden esetben elvé-
gezhetO a természetes szamok korében, azaz barmely két természetes szam
Osszege €s szorzata természetes szam lesz. A kivonas €s az osztas mar csak
bizonyos esetekben végezhet6 el. A késdbbiekben ez teszi sziikségessé a
strukturalis szamkorbovitéseket.

Az alapmiiveletek clvégzését alsd tagozaton kétféle algoritmus szerint
tanitjuk. Ennek megfelelden beszéliink szobeli és irasbeli maveletvégzés-
16l. Az irasbeli miveletvégzéshez sziikséges a magabiztos fejben szamolas,
ezért fontos, hogy el6szor a szobeli milveletek elvégzését emeljiik megfeleld
szintre. A miiveletek tanitasakor az alabbi felépitést célszerli kovetni:

1. évfolyam:

— Az dsszeadas, kivonas értelmezése.

— Szdbbeli 6sszeadas, kivonas a 20-as szamkorben.
2. évfolyam:

— Szabeli 6sszeadas, kivonas a 100-as szamko6rben.

|
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— A szorzas ¢s osztas értelmezése.

— A szorzé- és bennfoglalotabla megismerése.

— Zarojelek haszndlata, miiveleti tulajdonsagok, 6sszefliggések felfede-
zése.

3. évfolyam:

— Ezres szamkorben a miiveletek szobeli végzése.

— Irasbeli Osszeadas, kivonas tanitasa, valamint az irasbeli szorzas végzé-
se egyjegyl szorzoval.

— Miiveleti sorrend, miiveleti tulajdonsagok, miiveletek k6z6tti kapcsola-
tok felismerése és alkalmazasa a szamitasok elvégzésében és az ellen-
Orzésben.,

4. évfolyam:

— irasbeli osztis egyjegyli (majd kétjegyil) osztéval, szorzas kétjegyti
szorzoval.

— Tizezres, illetve szazezres szamkorben a miiveletek szobeli végzése.

— Miveleti tulajdonsagok, miiveletek k6zotti kapcsolatok megfogalma-
z4sa.

1.2.1. Az osszeadds értelmezése
A miivelet értelmezéséhez 6ssze kell gyilijteniink azokat a hétk6znapi problé-
mékat, melyek megoldasa matematikai értelemben 6sszeadéasra vezet.

A természetes szamokat darabszamként, mérdszamként, sorszamként ér-
telmezziik (lasd 1.1.2. és 1.1.4. fejezetek). Az Gsszeadas értelmezésénél is
kiilonbséget tehetiink aszerint, hogy az Osszeadasban szerepld természetes
szamot darabszamnak, mérészamnak vagy sorszamnak tekintjiik.

Az alabbiakban a 3 + 2 = 5 6sszeadas kiilonbozd értelmezési lehetdségeit
mutatjuk be gy, hogy az egyszeriiség kedvéért a benne szereplé természe-
tes szdmokat minden esetben darabszamként értelmezziik. Néhany esetben
azonban megmutatjuk, hogyan lehet értelmezni az 6sszeadast, ha a benne
szerepld természetes szamra nem mint darabszamra gondolunk. Ezt kiilon
jelezziik a példaknal.

Az isszeadas mint egyesités

Els6é értelmezésben az Osszeadasra ugy tekintiink, mint egyesitésre. Két
olyan véges halmazbol indulunk ki, melyeknek nincs k6zos elemiik, azaz
metszetiik iires (diszjunkt halmazok). A két halmaz elemszamanak Osszegén
az egyesitéssel kapott halmaz elemszamat értjiik.
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1. példa

Van két jo barat, Imi és Peti. Sokszor eléfordul, hogy egylitt jatszanak a jaté-
kaikkal. Iminek van 3 katonaja, Petinek pedig 2 indianja. A k6z0s csatajaték
soran hany babu lesz a csatatéren?

Megjegyzések:

— Akonkrét targyakat helyettesithetjiik szamolast segitd eszkdzokkel, példaul
péalcikakkal, korongokkal vagy az ujjainkkal. Ebben az esetben egyéni te-
vékenységként kérjiikk meg a tanuldkat, hogy a bal keziikon nyissak ki any-
nyi ujjukat, amennyi katonaja Iminek volt, a jobbon pedig annyit, amennyi
indianja Petinek, majd nézzék meg, hogy hany ujjuk van dsszesen nyitva.

— Ennek az értelmezésnck a 3-+2 mellett a 2+3 sszeadas is megfelel, mert
a halmazok egyesitésénél a sorrend nem szamit (egyik halmaz sem ki-
tiintetett).

Nemcsak két halmaz, hanem két mennyiség egyesitése is vezethet 0sz-
szeaddsra. Ebben az esetben a természetes szamokra mint mérészamokra
tekintiink.

2. példa (mérészamok Gsszeadasa)

Péternek van otthon két diszes asvanyvizes palackja. Az egyik a ,,Hegyek
Kincse”, a masik a ,,Tiszta Forras”. Egyszer a poharaval megmérte, hogy a
,Hegyek Kincse” palackba 8, a ,, Tiszta Forras”-ba pedig 7 pohar viz fér. Péter
poharaval mérve hany pohar viz lesz abban a kancsoban, amelyikbe egy teli
,»Hegyek Kincse” és egy teli ,, Tiszta Forras” palack vizet ontenek?

Az Gsszeadas mint hozzatevés
Ebben az értelmezésben egy elére adott halmazt bvitiink tovabbi elemekkel.

3. példa
Egy villanydréton 3 fecske iil. Hozzajuk repiil még 2. Hany fecske lesz a
dréton? (1.19. dbra)

2 _p og

1.19. dbra
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Megjegyzések:
— Az értelmezésben az elére adott halmaz szerepe kitiintetett, igy a tagok
felcserélhetoségére ebben az esetben nem kell utalnunk.
— A hozzatevés is megvalosithatd mennyiségek mérészamaival.

Az sszeadas mint valamennyivel tébb
Ez az értelmezés sszehasonlitason alapul. Egy halmaz ismeretében keres-
siik azt a masik halmazt, amelynek valamennyivel tbb eleme van.

4. példa

A tanit6 3 falevelet hoz az 6rara, majd megkéri a gyerekeket, hogy a kovet-
kez6 orara mindenki gyiijtson ennél 2-vel tébbet. Hany falevelet kell hozni a
gyerekeknek? (1.20. dbra)

5. példa (mérészimok dsszeadasa)

Peti 3 kg papirt gylijtstt. Imre szeretné megmutatni, hogy szorgalmasabb, és
megfogadja, hogy 6 2 kg-mal tobb papirt gyiijt. Hany kg papirt kell Imrének
gyljteni, hogy tartsa a fogadalmat?

Ha a természetes szamokat sorszamként értelmezziik, akkor az 6sszeadas
valamennyivel tdbbként valo értelmezése a sorrendbe allitott elemek mentén
a novekvo sorszam irdnyaba torténd adott szamu lépés megtételét jelenti.
A természetes szadmokat szamegyenesen abrazolva az &sszeadas jobbra I¢é-
pegetést jelent.

6. példa (sorszamok Gsszeadasa)
A tornasorban Peti a harmadik. Laci két hellyel mogotte all. Hanyadik he-
lyen all Laci a tornasorban? (1.21. dbra)

~ o~
= 1, 2, 3. 4, 5. 6 7 A

1.20. dbra 1.21. dbra

o 10,
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A valamennyivel tobbként valé értelmezés konkrét dsszehasonlitasok-
ban is megjelenik. Ha két halmaz elemszamanak ismeretében azt keressiik,
mennyivel tobb elemet tartalmaz az egyik, mint a masik, akkor a hianyos
Osszeadashoz, mas néven a pétlashoz jutunk.

7. példa

Az asztalon 5 villa és 3 kés van. Mennyivel van t6bb villa az asztalon, mint
kés? (Hany kést kell még az asztalra tenni, hogy ugyanannyi legyen, mint
villa?)

Megjegyzések:

— A feladat alapjan a kovetkez6 nyitott mondat (1asd 2.2.1. fejezet) irhato
fel: 5 = > 3. Szavakkal: ,,Az 5 valamennyivel t6bb, mint a 3.” A meg-
oldast az 5 =3 + [ hianyos 0sszeadas szemlélteti, a kérdésre a valaszt
prébalgatassal, illetve kivonassal kapjuk meg.

— Ez a tipusii 6sszehasonlitas természetesen mennyiségek kozott, méro-
szamokkal is elvégezhetd, csakiugy mint sorszamokkal. A mintapéldak
megalkotasat az olvaséra bizzuk.

Az 6sszeadas lejegyzése, az 6sszeadasban szerepld szamok elnevezése:

3 + 2
v Y
Osszeadandd Osszeadandd
(tag) (tag)

Az 6sszeadas eredményét Osszegnek nevezzik.

Megjegyzés:
Az dsszeadandok (tagok), Osszeg szakkifejezésekkel csak a 3. évfolyamon
ismertetjiilk meg a tanulokat.

1.2.2. A kivonds értelmezése
A valdsagban egymastol eltérd problémahelyzetek vezethetnek a kivonasra
is, ezért ezt a miiveletet is tobbféleképpen értelmezhetjiik.

Atovabbiakban a 8 — 6 =2 kivonas bevezetésének lehetdségeit targyaljuk,
hasonloan az dsszeadashoz. Itt is elsésorban a természetes szam darabszam-
ként valo értelmezésére tamaszkodunk.
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A kivonas mint az egyesités megforditasa

Az egyesités megforditasan azt értjiik, hogy egy halmazt két diszjunkt rész-
halmazra bontunk. A halmaz és az egyik részhalmaz elemszamanak ismere-
tében keressiik a masik részhalmaz (a kiildnbséghalmaz) elemszamat.

1. példa
Andi édesanyja elment vasarolni a piacra a gytimolcsarushoz. 8 darab gytimél-
csot vett, amibdl 6 korte, a tobbi alma. Mennyi almat vitt haza Andi édesanyja?

Megjegyzés:
A feladatot korongokkal is kirakhatjuk: ,,Helyezziink az asztalra 8 korongot a
kék oldalaval felfelé. Forditsunk at 6-ot pirosra. Mennyi maradt kéken?”

A kivonas mint elvétel
Elvétel torténik egy halmazbodl, amikor adott szammal cs6kkentjiitk a halmaz
elemeinek szamat.

2. példa
Andiéknal otthon hétfon reggel 8 darab alma volt. Andi 6-ot elvitt az iskola-
ba. Mennyi alma maradt igy otthon? (1.22. dbra)

3. példa (mérdészamok kivonasa)
A levesestalban 8 merSkanélnyi leves van. Edesanya kiszed belSle a tanyé-
rokba 6 kanallal. Hany kanalnyi leves marad a tilban?

A Kkivonas mint valamennyivel kevesebb

A valamennyivel tobbhoz hasonldéan ez az értelmezés is 6sszehasonlitason
alapul. Egy halmaz ismeretében keressiik azt a masik halmazt, amelynek
valamennyivel kevesebb eleme van.

4. példa
Andi és Edit az iskolabol hazafelé menet gesztenyéket gyiijt6tt. Andi 8 dara-
bot, Edit 6-tal kevesebbet. Mennyi geszteny¢t gytijtott Edit?

5. példa (mérdszamok kivonasa)

Tedd ki magad el¢ a bordo rudat! Keresd meg azt a rudat, amelyik pontosan
egy lila rad hosszaval révidebb nala! frj a kirakasrol szamfeladatot, ha tudod,
hogy a fehér kiskocka 1-et ér! (1.23. dbra)
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1.22. dabra 1.24. abra

A sorban a csokkend sorszdmok irdnyaba torténd lépesek eredménye
ugyancsak kivonast jelent. A szamegyenesen a kivonasnak a balra lépegetés
felel meg.

6. példa (sorszamok kivonasa)
Peti a tornasorban a nyolcadik helyen all. Imi hat hellyel el6tte. Hanyadik
helyen all Imi? (1.24. dbra)

A valamennyivel kevesebbként valo értelmezés konkrét 6sszehasonlita-
sokban is megjelenik. Ha két halmaz elemszamanak ismeretében azt keres-
siik, mennyivel kevesebb elemet tartalmaz az egyik, mint a masik, akkor
a feladatot nyitott mondattal tobbféleképpen is lejegyezhetjiik. (Lasd 2.2.2.
fejezet I1. ¢) bekezdés.)

7. példa

Az asztalon 8 villa és 6 kés van. Mennyivel van kevesebb kés az asztalon,
mint villa? (Mennyi villat kell elvenni az asztalrdl, hogy ugyanannyi legyen,
mint kés?)

Megjegyzések:

— Afeladat alapjan a kdvetkez nyitott mondat irhat6 fel: 6 - < 8. Szavak-
kal: ,,A 6 valamennyivel kevesebb, mint a 8.”

A megoldast a 8 — [1 =6 hianyos kivonas szemlélteti.

— Ez a tipusii 6sszehasonlitas természetesen mennyiségek kozodtt, mérs-
szamokkal is elvégezhetd, csakigy mint sorszamokkal. Példaul ,, Tegyél
egymas ala egy bordo és egy lila szines rudat! Mennyivel révidebb a lila
rad a bordénal? Keresd meg azt a rudat, amelyikkel ezt kifejezheted!”
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A kivonas lejegyzése, a kivonasban szerepl6 szamok elnevezése:

8 - 6
v v
kisebbitend6 kivonando

A kivonas eredményét kiilonbségnek nevezziik.
1.2.3. A szorzis értelmezése

A szorzas mint egyenlé tagok dsszeadasa
Ha az 6sszeadas miiveletében ugyanaz az 9sszeadando szerepel tobbszor, ak-
kor ezt révidebben is lejegyezhetjiik, €s igy a szorzas miiveletéhez jutunk.

1. példa (darabszam szorzasa)
Irma parosaval szedi a cseresznyét a farol. Eddig S par cseresznyét szedett le.
Osszesen hany szem cseresznyéje van? (1.25. dbra)

Megoldas
2+2+242+2=10

Mivel 5-szor adtuk dssze a 2-t, ezért a fenti 6sszeadast révidebben 5 -2 =10
alakban irhatjuk.

Megjegyzések:

— Mivel a szorzast egyenld tagok Gsszeadasaként értelmeztiik, a feladat
azonos elemszama halmazok egyesitését jelenti.

— A szorzas fenti értelmezésében az els6 szam mutatja meg, hogy a maso-
dikat hanyszor kell 6sszeadni. Az alsé tagozatos tankényvek kdzott van
olyan, amelyik a lejegyzést forditva végzi, példaul az 5 - 2-n azt érti,
hogy az 5-6t kell 2-szer 6sszeadni. Az utobbi értelmezéshez az irasbeli
szorzas lejegyzése igazodik, miszerint annyiszor vessziik a szorzasjel
elétti szamot, ahanyat mutat a szorzasjel utani szam. Természetesen
mindkét mddon ugyanahhoz a miiveletértelmezéshez jutunk, am az el-
sO iddszakban, amig kép alapjan irjuk le a miiveletet, fontos, hogy a két
szam szerepét kovetkezetesen elkiilonitsiik. Erre mindaddig sziikség
van, amig a szorzas kommutativ tulajdonsagat (tényezdk felcserélheto-
sége) fel nem fedezik a tanuldk.
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2. példa (mérdszam szorzasa)

Tegyél ki egymas mellé 5 db rézsaszin rudat, majd keresd meg azt a rudat,
amelyik ugyanolyan hosszl, mint ez az 5 egyiitt! ird le a eldszor Gsszeadés-
sal, majd szorzassal! (1.26. dbra)

1.25. dbra

A szorzas mint halmazok direkt szorzatanak szamossaga

Ha két véges halmaz elemeibdl rendezett elemparokat képeziink az 6sszes
lehetséges modon, akkor ezen elemparok halmazat a két halmaz direkt szor-
zatanak nevezziik. Mivel két halmaz direkt szorzatdnak szdmossaga meg-
egyezik a két halmaz szdmossaganak szorzatival, a természetes szamok
szorzasat a halmazok direktszorzatanak felhasznalasaval is értelmezhetjiik.
Ez az értelmezési mdd kapcsolddik a kombinatorika témakoéréhez (1asd 4.1.3.
fejezet).

3. példa
Edit szeretne vasarolni az édesapjanak egy szép inget, €s hozza egy nyak-

kendot. Hanyféleképpen teheti ezt meg, ha az tizletben 5 fajta ing és 2 fajta
nyakkendd van?

Megoldas

Osszesen 5 - 2 = 10 kiilénb6z6 ing-nyakkendd vagy masképpen: 2 - 5 =10
nyakkend®-ing parositas allithat6 6ssze. (1.27. dbra)
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Megjegyzés:

Aszorzas ezen értelmezése azért fontos, mert nem egy masik miiveletre (6sz-
szeadas) tamaszkodik, hanem 6nallé miiveletnek tekinti azt. Ebben az eset-
ben a két szorzotényez szerepe (szorzo és szorzandd) nem kiiloniil el, igy a
szorzotényezok felcserélése az értelmezésbdl kzvetleniil adodik.

Szorzas 1-gyel vagy 0-val

Ha a szorzast ismételt 6sszeadasnak tekintjiik, akkor feltételezziik, hogy a
tagok szdma, azaz a szorzo legalabb 2. Ezért az 1 és a 0 szorzé esetére kiildn
ki kell térniink.

Szorzas 1-gyel: Ha egy természetes szamot 1-gyel szorzunk, a szorzat ma-
ga a szam lesz. Példaval szemléltetve: Edit 5-sz6r vett el a polcrdl egymas
utan 2 darab joghurtot, igy pontosan 5 - 2 = 10 darab joghurtja lett. Ha csak
1-szer vesz le 2 joghurtot, akkor csak 2 joghurtja lesz, azaz 1 -2 = 2.

Szorzas 0-val: Ha egy természetes szamot 0-val szorzunk, akkor a szorzat
0 lesz. Az eldz6 példaval szemléltetve: Ha Edit a polcrél nem vesz le egyszer
sem 2 darab joghurtot (azaz 0-szor vesz le 2-t), akkor 0 darab joghurtja lesz,
azaz 0-2=0.

Ha a szorzast két halmaz direkt szorzataval értelmezziik, akkor az 1-gyel
vagy a 0-val val6 szorzas nem tér el az altalanos esettdl. Az értelmezd pél-
da szerint az 1 - 2 azt jelenti, hogy egyféle inghez kétféle nyakkendd koziil
vélasztunk. Ezt valoban 1 - 2 = 2-féleképpen tehetjiik meg. 0 - 2-n pedig azt
értjiik, hogy az elsé halmaz, azaz az ingek halmaza 0 elemii, igy nem kelet-
keznek elemparok, azaz nincs ing, nyakkend6t sem tudunk hozza vélasztani.
Tehat a lehetségeink szama 0.

Megjegyzés:

Azokat az eseteket, amelyekben a szorzandé 1 vagy 0, nem sziikséges kiilon
targyalni, hiszen a szorzast ismételt Gsszeadasként értelmezve sem igényelnek
kiilon magyarazatot. Példaul3-1=1+1+1,vagy3-0=0+0+0.

A szorzas lejegyzése, a szorzasban szerepld szamok elnevezése:

5 . 2
szorzd szorzandd

A szorzé és a szorzandd kozos neve: szorzGtényezdk vagy tényezok.
A szorzas eredményét szorzatnak nevezziik.
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1.2.4. Az osztds értelmezése
Az osztas miiveletét két kiilonbsz6 tevékenységre épitve vezethetjilk be. Az
elnevezések a tevékenységi hattérre utalnak.

Bennfoglalas
Egy halmazon beliil adott, egyenlé szamossagu részhalmazokat alakitunk ki,
¢és megallapitjuk a létrehozott részhalmazok szamat.

1. példa
Edit virdgcsokrokat készit. Hany 3 szalbdl allé csokrot tud késziteni 12 szal
r6zsabdl? Rajzold le a csokrokat!

2. példa (bennfoglalas mérészammal)

Jancsi apukdjanak kannajaban 12 liter benzin van. Amikor robogdjanak
tankja kiiiriil, a kannabdl teljesen feltolti. Hanyszor tudja igy megtankolni a
robogdjat, ha a tank 3 literes?

A fenti példak megoldasahoz a 12 : 3 = 4 bennfoglalo osztast kell elvé-
gezni. A bennfoglald osztast ismételt kivonasként is felfoghatjuk: 12-bol 3-at
4-szer lehet elvenni, azaz 12-3-3-3-3=0.

Az osztas mint egyenlé részekre osztas
Egy halmazbdl adott szam( egyenl6 szamossagu részhalmazokat hozunk 1ét-
re, és megallapitjuk e részhalmazok szamossagat.

3. példa

Edit 3 viragcsokrot szeretne késziteni. A kertjében most éppen 12 szal rézsa
nyilt ki. Hany szal virag jut egy csokorba, ha mindegyikbe ugyanannyi ke-
riil? Rajzold le a csokrokat!

A 12-t 3 egyenl6 részre kell osztani, igy egy csokorba a 12 harmadrésze
keriil.

Kezdetben, amig kép alapjan irjuk le a milveletet, a jel6léssel is kiilonb-
séget tesziink az osztas kétféle értelmezése kozott, és az egyenld részekre
osztast 12/3 = 4 modon jeldljik.

Az egyenld részekre osztas most annak a tevékenységnek felel meg, hogy
12 szal rozsat a keziinkbe véve egyesével (,,egyet ide, egyet oda, egyet amo-
da”) szétosztjuk 3 csoportba.
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4. példa (egyenld részekre osztas mérészamokkal)
Jancsi anyukdja egy 12 cm-es szalagbol 3 egyenld hosszasagi kabatakasztot
készit. Hany cm-es egy akaszt6?

Megjegyzés:
Az egyenld részekre osztas vezet majd el a tortfogalom kialakitasahoz (lasd
1.7.1. fejezet).

Az osztas mint a szorzas inverz miivelete

Az osztést a szorzés utan vezetjiik be, ezért értelmezésének egy tovabbi lehe-
tosége, ha visszavezetjiik a szorzas miiveletére. Két természetes szam hanya-
dosa (oszthatdsagot feltételezve) az a szam, amely az osztoval megszorozva
az osztandot adja.

Példaul: ,Melyik az a szam, amelyet 3-mal megszorozva 12-t kapunk?”
Hianyos szorzas, a 3 -[1= 12 megoldasa vezet a 12 : 3 = 4 osztas hanyadosa-
nak meghatarozasahoz.

Természetesen ezt a kapcsolatot a két mivelet kozott felhasznaljuk az osz-
tas eredményének ellenbrzésekor is.

Bennfoglalas maradékkal

Az osztas nem végezhetd el minden esetben a természetes szimok halmazan.
Ha bennfoglalassal egy adott halmazb6l nem tudunk minden elemet felhasz-
nalni a részhalmazok kialakitasdhoz, akkor lesznek kimaradé elemeink.
Ezek szamat maradéknak nevezziik. (A maradék nyilvan mindig kisebb,
mint az 0szt0.)

5. példa
Edit viragcsokrokat készit. Hany 3 szalbdl all6 csokrot tud késziteni 14 szal
r6zsabol? Rajzold le!

Megoldas
Edit 4 csokrot tud késziteni, viszont 2 r6zsabdl mar nem lesz csokor, igy az
megmarad, mert 4- 3 =12¢s 12 +2 =14,

A maradékos osztas lejegyzése:

14 :3 =4
2

38



Az 1 és a 0 szerepe az osztasban

Osztas 1-gyel:

Ha egy természetes szamot 1-gyel osztunk, a hanyados maga a szam lesz.
Ez a megallapitas az osztas bennfoglalasként és egyenld részekre osztas-
ként vald értelmezésébol egyarant kdvetkezik. A bevezetd példaval szem-
léltetve: Ha 12 szal rozsat agy kotiink ,.csokorba”, hogy mindegyikbe
1-1 szal keriil, akkor 12 csokrot kapunk (bennfoglalas). Ha a 12 rozsat
egyetlen csokorba akarjuk kotni, akkor mind a 12 ebbe a csokorba keriil
(egyenlo részekre osztas).

Osztas 0-val:

A 0-val valé osztds nem értelmezheté. Az osztast bennfoglalasként és
egyenld részekre osztasként értelmezve ez az eset nem szemléltethetd meg-
gy6zben, ezért felhasznaljuk azt a tapasztalatot, hogy az osztas a szorzas
inverz miivelete. Ebben a megkdzelitésben példaul a 12 : 0 azt jelenti, hogy
keressiik azt a szamot, amelyet 0-val megszorozva 12-t kapunk. Miutan mar
belattuk, hogy barmely szamot 0-val szorozva 0-t kapunk, rajoviink, hogy
nincs olyan szam, amelyet 0-val szorozva 0-t6l kiilonb6zé szamot, ebben
az esetben 12-t, kapnank. Specialisan a 0 : 0 pedig azért nem értelmezheto,
mert nem egyetlen, hanem végtelen sok olyan szam van, amelyet 0-val meg-
szorozva 0-t kapunk. (Egy mivelet akkor értelmezhet6, ha két szamhoz a
miivelet elvégzésével pontosan egy szam rendelhetd.)

0 osztasa 0-t6! kiilonb6zd szammal:

Ha 0-t osztunk egy 0-tol kiilonbsz6 természetes szammal, akkor a hdanyados
0 lesz. Az allitas igazolasahoz most is a szorzasra hivatkozunk. Példaul a
0 : 12 olyan szam, amelyet 12-vel megszorozva 0-t kapunk. A szorzasnal
leirtak miatt ez a szdm csak a 0 lehet. Tehat a 0 osztasa 0-tdl kiilonb5z6
szammal értelmezhet6, a hanyados ekkor 0.

Az osztas lejegyzése, az osztasban szerepl6 szamok elnevezése:

12 : 4
v v
osztando osztd

Az osztds eredményét hanyadosnak nevezziik.
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1.3. Szamolasi eljarasok

Ha el kell végezniink egy szamolast, akkor két lehet6ség all eldttiink: vagy
hasznalunk szamolasi segédeszkdzt, vagy nem. Szamolasi segédeszkoz le-
het a papir-ceruza, az elektronikus szamologép vagy valamilyen mechanikus
szamologép, példaul a szoroban. Ezen eszk6zdk hasznalatival algoritmikus
gondolkodasunkat fejlesztjiik, €s szamolasi sebességiinket gyorsitjuk.

Fejben torténd szamolds esetén csak azt koveteljiik meg, hogy a tanulo
ne hasznaljon semmiféle szamolasi segédeszkozt, de an. tanulasi segédesz-
kozoket mar hasznalhat. Ilyen eszk6zok lehetnek konkrét targyak, példaul
babszemek, gesztenydék, korongok, palcikak, de a gyerekek ujjai is. A ta-
nulasi segédeszkozok a fejszamolas elsajatitasat szolgaljak, igy amikor mar
magabiztosan szamolnak a tanulok fejben, akkor ezen eszk5zok hasznalatat
maguktol elhagyjak.

A fejszamolds kifejezés helyett a matematika tantargy-pedagdgiaban a
szobeli miiveletvégzés kifejezést is hasznaljuk.

Irdsheli miiveletvégzésrdl akkor beszéliink, ha a miiveletben szereplo sza-
mokat helyi értékes elrendezésben irjuk fel, és a miiveletet az egyes helyi
értéken szerepld szamjegyekkel végezziik. Az irasbeli miiveletvégzés sza-
molasi segédeszkdze tehat elssorban a helyiérték-tablazat (ennek felirasa-
hoz a papir ¢s a ceruza).

A szdbeli miveleteket is leirhatjuk, csak ekkor nem alkalmazunk helyi
értékes lejegyzési mddot.

1.3.1. Szobeli dsszeadds
Az 6sszeadast az 1. évfolyamon 20-as, a 2. évfolyamon 100-as, a 3. évfolya-
mon 1000-es, a 4. évfolyamon 10 000-es szamkorben végezziik.

1. évfolyam

Alapozas

Az els6 szakaszban az 6sszeg 10 alatt marad. Ekkor még az 6sszeadas miive-
lete konkrétan kapcsolodik a targyi tevékenységekhez.

Szamok bontott alakja

A szamok bontott alakjanak tanitasara a szamfogalom alakitisaval parhuza-
mosan, az 1. évfolyam 1. félévében keriil sor.
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Ha egy természetes szamot két vagy t6bb természetes szam sszegeként
irunk fel, akkor a szam bontott alakjat kapjuk. Egy szdmnak t5bb bontott
alakja lehet. Példaul a 4 bontott alakjai:

0+4,1+3,2+2,3+1,1+1+2,4+0,1+2+1,2+1+1,1+1+1+1.

A késobbiekben a bontott alakok koziil a két tagra bontasnak lesz nagyobb
jelentosége. A két tagra bontas szemléltetésének kiilonboz6 lehetéségei ko-
ziil néhanyat ismertetiink.

1. példa

Helyezz 7 korongot az asztalra a piros oldalaval felfelé! Fordits 4t annyi
korongot, amennyit jonak latsz, majd mondd el, hogy hany kék és hany piros
korong van el6tted! A kirakast ird le 6sszeadassal! (1.28. dbra)

2, példa
Vélaszd ki a fekete rudat, majd szényegezd két raddal, tobbféleképpen!

A kapott kirakasokat ird le a matematika nyelvén is, ha tudjuk, hogy a fehér
kiskocka 1-et ér! (1.29. dbra)

0000000 F 740
000000 L [ ] 6+
C T I I I IOIOFE™ Cs [ R |5+2
C T I I JIOIGOr™ p VK | 443
QOO O OO 3+4 VK| P 3+4
Q@O O OO0 2+5 R_| Cs 2+5
@ OOOOOQ 1+6 ] L 1+6
OOOOO0OO 0+7 3 oatd

1.28. dbra 1.29. dbra

Tizesatlépés
A masodik szakaszban 20-as szamkdrben végziink 6sszeadasokat.

A tizesatlépés modszere viszonylag nehéz, csak azutan kezdjiik tanitani,
amikor a tanulok 10-es szamkoérben mar jol szamolnak, és ismerik a szamok
bontott alakjait is. A modszer Iényege az, hogy ha az 6sszeg atlépi a tizet, ak-
kor a masodik tagot olyan bontasban itjuk fel, hogy a bontas elsé tagja tizre
potolja az Gsszeadas elsé tagjat. Példaul:

T+8=7+3+5)=(7+3)+5=10+5=15
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A leirtakbol latszik, hogy a 10 bontott alakjainak készségszintii ismerete
mellett a tanuldknak azzal is tisztaban kell lenni, hogy hogyan adunk 10-hez
egyjegyll szamokat.

Ezt az eljarast jol lehet szemléltetni a golyds szamoldn. Ha az elsé soron
7 goly6 van, amihez hozza szeretnénk adni 8-at, akkor el6szor 3 golydt tu-
dunk elhtzni az elsd sorbdl, a fennmarad6 5-6t pedig mar csak a masodik
sorbdl. (1.30. dbra)

_4]000000=00 -0000000000——
— 3000008000 ‘BDaBe- —-BBEE
000000000 ———=(000000000
1.30. dbra

Megjegyzés:
A tizesatlépés megértéséhez sziikség van az Gsszeadas egyik miiveleti tulaj-
donsaganak, a csoportosithatésagnak az alkalmazasara (lasd 1.4.1. fejezet).

Osszeadas 20-as szimkorben tizesatlépés nélkiil
9-nél nagyobb szamokhoz igy adunk egyjegyti szamot, hogy az &sszeg ne
legyen tobb 20-nal. A tanuldknak azt kell észrevenniiik, hogy hasonldan kell
elvégezni példaul a 14 + 2 = 16 Gsszeadast, mint a 4 + 2 = 6-ot, csak annyi a
kiilonbség, hogy az els6 &sszeadas elsd tagja 10-zel nagyobb, mint a maso-
dik 9sszeadds elsé tagja, igy csak az egyesek szama valtozik.

Ezt az anal6giat nagyon jol lehet szemléltetni

— jaték pénzzel (1.31/a dbra)

— szamegyenesen (1.31/b dbra)

20D D D
D ® YO G

®
ﬁl’“':'r", Tf‘f;\\'ﬁ
4+2=6 %u.. %g}mJJ:m

1.31/a. dbra
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[ I I T N I N NN N A AN B |
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2=6

+2= 14+2=16

1.31/b. abra
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Ebben az esetben is az 6sszeadas csoportosithatésagat hasznaltuk ki:
14+2=(10+4)+2=10+(4+2)=10+6=16

Tovabbi modszerek
A tizesatlépés modszerét ne tekintsiik kizarolagos modszernek. Az 6sszeadas
miveleti tulajdonsagait felhasznalva (lasd 1.4.1. fejezet) bizonyos esetekben
masképpen, egyszeriibben is szamolhatunk.

A ,,boltos” modszer [ényege, hogy ha egy szamhoz 9-et vagy §-at kell hoz-
zaadni, akkor kdnnyebb a szamhoz 10-et adni, majd kivonni 1-et vagy 2-t.

3. példa

A boltos pénztaraban van 3 darab egyforintos, és van egy elado almaja, ami
9 Ft-ba keriil. Iminek pont egy tizforintosa van. Szeretné megvenni az almat.
Hany forint lesz a pénztarban a vasarlas utan?

Megoldas

Imi nem tud adni 9 forintot, viszont tud egy tizest adni, de akkor 1-gyel t6b-
bet adott. fgy a boltosnak 13 forintja lesz, ami 1-gyel t5bb, mint amennyinek
lenni kellene, igy visszaad Iminek 1 forintot. Tehat ha a boltos eladja az al-
mat, akkor neki 3 + 10— 1= 13 — 1 =12 forintja lesz. (1.32. dbra)

S, 1
BOLT r;ﬁn fod
%“.

\
IMRE \

I

1.32. dbra

Duplazé modszer

Ha ismerjiik a szamok duplajat, akkor néhany &sszeg kiszamitasanal ez is adhat
segitséget. A 6 + 8-at példaul ugy szamitjuk, hogy vagy a 6-ot duplazzuk, és az
eredményhez hozzaadjuk a 2-t, amennyivel a 8 t6bb a 6-nal, vagy a 8-at duplaz-
zuk, és az eredménybdl levonjuk a 2-t, amennyivel a 6 kevesebb a 8-nal.
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2. évfolyam

2. évfolyamon tovabbengedjiik a tanuldkat a hiszas, majd a harmincas szam-
kordn is. Az igazi — és Gjdonsagot jelentd — nagy Iépés a szazas szamkor.
Ehhez sziikséges a kétjegyi szamok helyi értékes irdsmodjanak ismerete.

Akétjegyli szamokat két csoportba soroljuk: kerek tizesek (példaul 20, 40,
90) és teljes kétjegyii szamok (példaul 13, 35, 88). Ezeket a szamokat célsze-
ri jaték pénzekkel (tizesekkel és egyesekkel) vagy mas eszkdzokkel (10-es
tojastartd, legdelemek stb.) szemléltetni. Az alabbiakban a tanitis fokozatait
egy-egy magyarazo példan keresztiil mutatjuk be.

Kerek tizesek dsszeadasa

Kapcsolatot keresiink az egyjegyli szamok és a kerek tizesek Osszeadasa,
példaul a4 +2 =6, illetve a 40 + 20 = 60 kozott. Jaték pénzekkel szemléltetve
ez a két 6sszeadas 4 ¢s 2 db egyes, illetve 4 és 2 db tizes kirakasat jelenti.

Kerek tizesek és egyesek Gsszeadasa
Ezen 6sszeadasok a kétjegyii szamok helyi értékes szerkezetének a megérté-
sét is szolgaljak: 40 +2 =42,

Teljes kétjegyti szamhoz egyjegyii szim hozzaadasa
— tizesatlépés nélkiil
Az egyjegyil szamok &sszeadasabol kiindulva analégiakra ¢pitlink:
4+5=9,14+5=19,24+5=29,34+5=39, ...
Ennek megértéséhez jol hasznalhato a szamegyenes (mérdszalag) és a
szinesrad-készlet. (1.33. dbra)

' s ] (“ L Cs ! I
A b e e - e ' |
0246810121416182022242628303234363840

4+5=9 14+5=19 24 +5=29 34 +5=239
1.33. dbra
— tizesatlépéssel
Hasonld médon, az analdgiat és az elso esetnél megtanult algoritmust
hasznalva:

4+9=13,14+9=23,24+9=33,34+9=43, ...
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Teljes kétjegyil szamhoz kerek tizes hozzaadasa

Itt azt az Osszefliggést kell észrevetetni, hogy amikor csak tizeseket adunk
egy teljes kétjegyli szamhoz, akkor az egyesek szama nem valtozik:
42+20=62,72+10=82,37+40=77,58 + 30 =88

Teljes kétjegyii szamok dsszeadasa

Ez a legnehezebb szint, tanitasat célszerli visszavezetni az elébbi esetekre oly
modon, hogy a mésodik tagot kettébontjuk tizesekre és egyesekre. Ezutan az
elsé taghoz elészor hozzaadjuk a kerek tizeseket, majd utana az egyeseket.

— tizesatlépés nélkiil
Az egyesek Osszeadasaval nem |épjiik 4t a tizet:
36 +53=36+(50+3)=(36+50)+3=86+3 =289

Megjegyzés:

Ugyanezt az &sszeadast gy is elvégezhetjiik, hogy elébb kiilon 6sz-
szeadjuk a tizeseket és kiilon az egyeseket, majd a kapott tizesekb6l és
egyesekbol képezziik az eredményt:

36 +53=(30+6)+(50+3)=30+50)+(6+3)=80+9=289

[tt a kétjegyit szam tizesekre és egyesekre bontasan kiviil felhasznaltuk
azt is, hogy a tagok felcserélhetSk és csoportosithatok.

- tizesatlépéssel
Az egyesek Osszeadasaval tiznél nagyobb szamot kapunk:
28+17=28+(10+7)=(28+10)+7=38+7=(38+2)+ 5=
=40+5=45

Megjegyzés:

Az el6bbi modszert — mindkét tag tizesekre és egyesekre bontasat —
most is alkalmazhatjuk, azonban figyelni kell, hogy az egyesek 8ssze-
adasa utan tiznél nagyobb szamot kapunk, igy ezt el6bb ismét fel kell
bontanunk tizesre és egyesekre:
28+17=20+8)+(10+7)=20+10)+B+7)=30+15=
=40+5=45
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3—4. évfolyam

A 3—4. évfolyamon mar az 1000-es ¢s 10 000-es szamkorben kell szamol-
ni. Az 1. és 2. évfolyamhoz hasonléan itt is fel lehetne épiteni a nehézségi
szinteket annak megfelelden, hogy a hdrom-, illetve a négyjegy(i szam teljes
(346, 2471), kerek tizes (450, 7850), kerek szazas (800, 6500) vagy kerek
ezres (7000, 4000). Azonban vegyiik figyelembe, hogy egy teljes négyje-
gyil szamhoz (ahol minden szamjegy nullatél kiilonbozo) egy teljes négyje-
gyt fejben hozzaadni nagyon nehéz. igy a pontos 6sszeadast a mindennapi
életben felvalthatja a becslés. Ha egy iizletbe bemegyiink vasarolni, akkor a
pénztarnal nem adjuk Ossze a vasarolt termékeink arat, de szdzasokra kere-
kitve megbecsiiljiik azt. Ha jelentds eltérést tapasztalunk, akkor atnézziik a
blokkot.

Szébeli szamolas kerek szamokkal
A 2. évfolyamon megtanult fokozatokat terjesztjiik ki kerek tizesekre, szaza-
sokra ¢s ezresekre.
— Egyjegyii szamok 6sszeadasa alapjan:
3+2=5 30+20=50 300 +200 =500 3000 + 2000 = 5000

— Kerek tizeshez egyjegyl szam hozzaadasa alapjan:
30+2=32 300+20=320 3000+ 200=3200

— Teljes kétjegyli szamhoz egyjegyii szam hozzaadasa alapjan:
35+2=37 350+20=370 3500-+200=3700

— Teljes kétjegyli szamhoz kerek tizes hozzdadésa alapjan:
35+20=55 350+200=550 3500+ 2000 = 5500

— Teljes kétjegyii szamok Osszeadésa alapjan:
35+23=58 350+230=580 3500+ 2300=5800

Megjegyzés:
A 2. évfolyamon megismert 4ltalanos algoritmus természetesen tobbjegyil
szamok Osszeaddsara ugyanugy alkalmas, csak nehézkes:
345+ 278=345+200+70+8=545+70+8=545+60+10+8=
=605+10+8=615+8=615+5+3=620+3 =623
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Az isszeg becslése

Egy miivelet eredményének becslése azt jelenti, hogy szamok kerekitett ér-
tékeivel végezziik el a kijelslt miiveletet. [gy az eredmény is kerekitett érték
lesz. A kerekités torténhet tizesekre, szazasokra vagy ezresekre. A becslési
utasitas elott mindig meg kell mondanunk, milyen kerekitett értékekkel kell
becsiilni.

El6szor olyan becsléseket végezziink, ahol minimalis a kiilénbség a pon-
tos 6sszeg €s a becsiilt érték kozott. Példaul 385 + 223 = 608, amit ha becsiil-
ni akarunk szazasokra kerekitve, 400 + 200 = 600-at kapunk. A 600 és a 608
kozott nagysagukhoz képest minimalis az eltérés.

Késobb adhatunk olyan &sszeadasokat is, ahol joval nagyobb az eltérés,
azaz pontatlanabb a becslés. Nézziink erre is egy példat, szazasokra kerekit-
ve becsiiljiik meg az 6sszeget:

253 + 168 + 571 + 474 =300 + 200 + 600 -+ 500 = 1600

253 + 168+ 571 + 474 = 1466

A két szam (1600 és 1466) kozott nagysagukhoz képest jelentds eltérés
van. Ez természetesen abbdl fakad, hogy ennél az 6sszeadasnal mindegyik
tagot a kerekités szabalyainak megfeleléen felfelé kerekitettiik, igy minden
esetben novekedett az 6sszeg. (Legrosszabb esetben a négy tag mindegyi-
kénél 50-nel nagyobb szam lesz a kerekitett érték, igy az dsszeg legfeljebb
200-zal térhet el a szamitott értéktol.)

Erdemes felhivni a tanuldk figyelmét a kovetkezékre. Ha sok taggal dol-
gozunk, akkor altaladban vegyesen fordulnak el6 a szamok abban az érte-
lemben, hogy egyszer felfelé, masszor lefelé kell kerekiteni oket. [gy ezek a
kerekitések kiegyenlitik egymast.

Nézziink erre is egy példat, egy bevasarlas blokkjat:

______ NIUG1A

KLEENEK BALSAMB0/DO
CAPELIN KAVLAR FEK
PAPAT SONAA  VF.3KG

OAYNE TEJFOL 20517
MHETELOHAGYMA Z0A0P

A blokkon szerepld vasarolt termékek értéke:

359 +299 + 294 + 145+ 199 + 299 + 239 + 185 +
+ 318 + 749 + 749 + 359 + 598 = 4792

Ennek becslése szazasokra kerekitve:

SZ:%“N%‘Z';A 225;(]’600 (-
15 Sespu T S0 #i 400+ 300 + 300 + 100 + 200 + 300 + 200 + 200 +
KARAYAN FUST. RN S
gggézvggggggzgég;‘s ~BE +300+700+700 +400 + 600 = 4700

- Igaz ugyan, hogy a kerekitési szabalyok szerint a
e o 4792-t mar 4800-ra kellene kerekiteni, de véasarlas-
e T kor, ha 4700-nak becsiiljiik a fizetend6 Osszeget,
s, amn akkor egy 4792 forintos szamlanal mar nyugodtak

VISSZAJARO

lehetiink, hogy sokat nem tévedhetett a pénztaros.
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Erdemes megjegyezni, hogy jelenleg Magyarorszagon a készpénzes for-
galomban nincs 1 ¢s 2 forintos cimlet. igy minden vésérlaskor, ha készpénz-
zel szeretnénk fizetni, a fizetendd Osszeget 5 vagy 10 forintra kerekitik. Ha
mindig készpénzzel fizetiink, akkor év végén kiadasunk koriilbeliil ugyan-
annyi lesz, mintha mindig a pontos dsszeget adtuk volna oda.

1.3.2. Szobeli kivonds
A kivonast parhuzamosan tanitjuk az 6sszeadassal, de altalaban oly modon,
hogy a miiveletek értelmezését, majd a mlveletvégzés egyes fokozatainak
tanitasat el0szor az Osszeadassal kezdjiik, utana a kivonassal folytatjuk. Az
egyes ¢évfolyamokon természetesen ugyanazon szamkorSkben mozgunk,
mint az 6sszeadasnal.

1. évfolyam

Alapozas

Az els6 szakaszban tizes szamkorben végziink kivonasokat, azaz egyjegyli
szamokat vonunk ki. Ekkor a kivonas miivelete konkrét targyi tevékenysé-
gekhez kapcesolodik.

Tizesatlépés
A kivonasndl is ugyanazt a gondolatmenet kovetjitk, mint az 8sszeadasnal.
A kisebbitend6bdl a kivonandodt két részletben vessziik el oly mddon, hogy
el6szor a kisebbitend6 10-re csokkenjen. 10-bol pedig mar kénnyebb elven-
ni a ,,masodik részletet”. Ahogy az Osszeadasnal, itt is sziikséges ismerni a
szamok bontott alakjait:

13-5=13-3-2=(13-3)-2=10-2=8

A leirtakbol latszik, hogy a 10 bontott alakjainak, igy a 10-bdl valo el-
vételnek készségszintli ismerete mellett a tanuldknak azzal is tisztaban kell
lenniiik, hogyan vonunk ki teljes kétjegyli szambol egyjegyiit (igy, hogy
10 maradjon.

Kivonas 20-as szamkdrben tizesatlépés nélkiil

A kovetkez0 Iépés, amikor a 20-as szamkorben végziink kivonast tizesatlépés
nélkiil. Az egyjegyli szamok kivonasanak analdgidjara: 7—3 =4, 17-3 = 14.
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Megjegyzés:
Ahogy az 6sszeadasnal is lathattuk, néhany kivonasnal célszeribb mas mod-
szerekhez folyamodni, példaul amikor a kivonandé 9 vagy 8.

Ha egy szambol 9-et kell kivonni, akkor elébb 10-et vonunk ki, és a kii-
l6nbséget megndveljiik 1-gyel: 15 -9 helyett végezziik ela 15— 10 =5 kivo-
nast. 1-gyel tobbet vontunk ki, igy a kiilonbség is 1-gyel tobb lesz: 15 -9 =6.
Hasonléan jarhatunk el, ha a kivonand6 8. Az eljarasban a kivonéas valtozasaira
vonatkozo miiveleti tulajdonsagot (lasd 1.4.1. fejezet) hasznaljuk fel.

2. évfolyam

A szobeli kivondsnal az dsszeadasnal ismertetett nehézségi szintek alapjan
az alabbi fokozatokat kiilonboztetjiik meg.

Kerek tizesek kivonasa
Kapcsolatot keresiink az egyjegyil szamok és a kerek tizesek kivonasa ko-
zott:

5-2=3,50-20=30

Teljes kétjegyli szambol kerek tizeseinek, illetve egyeseinek kivonasa

68 —60=28,68-8=060

Ezeket a kivonasokat jol tudjuk szemléltetni jaték pénzekkel vagy egyéb,
tizes csoportositasokat lehetdvé tevd eszkszokkel (példaul 10 db-os tojastar-
t0), ugyanis vagy csak a tizeseket vessziik el, vagy csak az egyeseket.

Teljes kétjegyii szamokbdl egyjegyii szamok kivondsa

— tizesatlépés nélkiil
Az egyjegyl szamok kivonasabol kiindulva analogidkra €pitiink:
T-5=2,17-5=12, 27-5=22, 37-5=32, 47-5=42, ...

— tizesatlépéssel
Hasonl6 modon, az analogiat és az elsd esetnél megtanult algoritmust
hasznalva:
17-8=9,27-8=19,37-8=29, ...

Teljes kétjegyii szambol kerek tizes kivonasa
37-20=17,46 -10=36
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Teljes kétjegyii szambol teljes kétjegyit szam kivonasa
Ez a legutolso és egyben legnehezebb szint is. Tanitasakor itt is az a cél, hogy
az eldbb emlitett esetekre vezessiik vissza. Ennek érdekében a kivonandot
két 1épésben vonjuk ki. Elészor a tizeseket, majd az egyeseket:
— tizesatlépés nélkiil
36-14=36-10-4=26-4=22
— tizesatlépéssel
36-19=36-10-9=26-9=17

3—4. évfolyam

A kivonés esetében ezen a két évfolyamon is az 6sszeaddsnal megismert 1é-
péseket kovetjiik. A szamkor boviilésével természetesen egyre nehézkesebb
elvégezni a kivonast. Ezért fontos szerep jut a kiilonbség becslésének. A kii-
lonbség becslését kerekitett szamok kivonasaval végezzilk.

A 2. évfolyamon megtanult fokozatokat terjesztjiik ki kerek tizesekre, sza-
zasokra €s ezresekre.

Megjegyzés:

A 2. évfolyamon megismert altalanos algoritmus természetesen tobbjegyl

szamok kivonasara ugyantgy alkalmas, csak nehézkes:
345-278=345-200-70-8=145-70-8=145-40-30-8=
=105-30-8=75-8=75-5-3=70-3=67

Az dsszeadasnal mar részleteztiik a becslés fontossagat a mindennapi élet-
ben. Amikor egy iizletben vasarolunk, nemesak a vasarolt aruk aranak ssze-
gét célszerli megbecsiilni, hanem a visszajaro pénzt is. Ha fizetend6 mondjuk
3634 Ft, akkor adunk egy 5000 Ft-ost a pénztarosnak. A 3634-et kerekitjiik
3600-ra, és gyorsan kiszamoljuk, hogy a visszajaré koriilbeliil 1400 Ft lesz.
Lehet vasarlas kézben 0gy is szamolni, hogy a nalunk 1év6é pénzbdl folya-
matosan vonjuk ki vasarolt termékek kerekitett arat, igy minden pillanatban
tudjuk, hogy koriilbeliil mennyi pénzért vasarolhatunk még.
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1.3.3. A szobeli szorzds
2. évfolyam

A szorzas értelmezése utan, de még a szorzotablak maddszeres tanitasa eldtt
célszeri kiilonboz6 szorzatokat targyi tevékenységhez kétédoen bemutatni.

1. példa
Helyezz a padra 12 korongot sor-oszlop elrendezésben! Keress tobbféle
megoldast! rd le szorzassal!

2. példa
Sz6nyegezd azonos rudakkal tobbféleképpen a zold rudat! frj szorzasokat a
kirakasokrol!

A szorzotablak

A szorzoétabla olyan szorzatokat tartalmazo tablazat, amelyben a szorzando
rogzitett (legalabb 1 és legfeljebb 10), a szorz6 pedig 1-t61 10-ig ndvekvd
sorrendben valtozik. Példaul a 3-as szorzotabla:

1:3= 3 Az egyes szorzotablak bevezetésének elokészitéseként
2-3= 6 | allandd kiilonbségl sorozatokat (lasd 5.3.1. fejezet) képe-
3-3= 9 | ziink, azaz nem egyesével, hanem kettesével, harmasaval
4.3=12 stb. szamolunk.
5-3=15 A 3-as szorz6tablanal maradva ez azt jelenti, hogy 3-mal
6-3=18 | kezdve harmasaval szamolunk, a szamegyenesen harmasaval
7-3=21 lépkediink, azaz képezzik a 3, 6, 9, ..., 30, ... sorozatot.
8-3=24 A szorzotablak felépitését tevékenységekhez, illetve ké-
9.3=27 | pekhez kotjiik, tanitasuk sorrendje tobbféle lehet. Leggyak-
10-3=30 | rabban kétféle tanitasi sorrenddel talalkozunk. Az egyiket a

szorzandok novekvo sorrendje hatarozza meg, a masikat a
szorzotablak kozotti kapcsolat.

A szorzotablak tanitasa a szorzandok névekvo sorrendjében

El6szor az 1-es, majd a 2-es szorzdtablat épitjiik fel. A szorzatokat 6sszegalak-
ban is felirjuk. Ezt kovetik sorrendben a 3-as, 4-es, ..., 10-es szorzotablak. igy
minden egyes 11j szorzdtabla megtanitasaval 10-zel béviil a szamkor.
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Megvizsgaljuk az egyes szorzotablakban szerepl6 szorzatokat, és kapcso-
latokat keresiink k6zottiik. Példaul a 2 - 3 3-mal tébb, mintaz 1-3,a3-3
3-mal tobb, minta 2 - 3.

Miutan a gyerekek megtanultadk mindegyik szorzotablat, kitériink a kdzot-
tiik 1évo kapcsolatokra is. Példak:

— A 3-as szorzotablaban eléforduld szamok koziil minden maésodikat

megtalaljuk a 6-o0s szorzotablaban is.

- A 84 ugyanannyi, minta 4 - 8.

A 24 egyarant megtalalhaté a 3-as, 4-es, 6-0s és 8-as szorzdtablakban.

-

A szorzotablak tanitasanak sorrendje a koztiik 1évé kapcsolat szerint
Elészor az 1-es, 10-es és 5-0s szorzdtablakat épitjiik fel. A szorzatokat ter-
mészetesen Osszegalakban is felirjuk.

Elobb az egyes szorzotablakon beliil szerepld szorzatokat vizsgaljuk meg
kapcsolatokat keresve kozottiik, majd a két tanult szorzotabla szorzatait ha-
sonlitjuk Ossze. Példaul az 5-6s szorzotablaban eléforduld szamok koziil
minden masodikat megtalaljuk a 10-es szorzoétablaban is.

A 10-es és 5-0s szorzotabla utan a 2-es, a 4-es €s a 8-as szorzotablat épit-
juk fel ugyanilyen meggondolassal, majd kapcsolatokat keresiink a szorzo-
tablak szorzatai kozott.

A 2-es, 4-es, 8-as szorzotabla utan a 3-as, 6-0s és 9-es szorzotablat mutat-
juk be az eddigickhez hasonldan.

Legvégiil marad a 7-es szorzotabla.

ol Tz 1302 ls1617028l0 0] Miutdn atanuldk 0-tol 10-ig
o | minden szorzotablat meg-
ismertek, Gsszeallitjuk az
egyesitett szorzotablat, az an.
kisegyszeregyet.

0 5 /10| 15]120] 25| 30| 35|40 45| 50

0 6 | 12|18 |24 | 30| 36| 42| 48 | 54 | 60

0 8 | 16|24 | 32|40| 48| 56| 64| 72| 80

5
6
7 0| 7 | 1421 ]|28)35)]42)]49 ] 56| 63|70
8
9

52



A szorzotablak megtanitasat kovetden olyan szorzasokat végziink, ahol
az egyik tényez0 10 és 20 kozott van, a masik pedig egyjegyi szam. (Vi-
gyazunk arra, hogy a szorzat 100 alatt maradjon.) Ehhez felhasznaljuk azt
a milveleti tulajdonsagot, mely szerint a szorzas disztributiv az dsszeadasra
nézve (lasd 1.4.4. fejezet). A kétjegyil szorzanddt vagy szorzét helyi érték
szerint kéttagt Ssszegre bontjuk, és tagonként elvégezziik a szorzast. Igy a
szorzast visszavezetjiik olyan szorzasokra, melyeket a szorzotablakbo! mar
ismertink. Példaul:

3-14=3-(10+4)=3-10+3-4=30+ 12 =42 vagy

15:-6=(10+5)-6=10-6+5-6=60+30=90

3—4. évfolyam

Kerek tizes, szazas és ezres szorzasa egyjegyii szammal
Eldszor 10-et, 100-at, 1000-et szorozzunk egyjegy(li szammal.
Példaul: 510, 5-100,5- 1000

Ezt kovetden kerek tizest, szazast, ezrest szorzunk egyjegyli szammal.
Példaul: 6 -2, 6 - 20, 6 - 200, 6 - 2000

Analégias gondolkodassal, jaték pénzekkel szemléltetve belathato, hogy
6 db kettes, 6 db huszas, 6 db kétszazas, 6 db kétezres rendre 12 db egyes,
tizes, szazas, ezres, azaz 12, 120, 1200, 12000.

Teljes kétjegyil (haromjegyii) szam szorzasa egyjegyii szimmal

A szorzandoét helyi érték szerint bontjuk, két- (harom-) tag(t 6sszegre, majd a
disztributiv tulajdonsagot felhasznalva:
7:352=7-(300+50+2)=7-300+7-50+7-2=2100+ 350 + 14 = 2464

Szorzas 10-zel, 100-zal, 1000-rel

Analogidk megfigyelésével felfedeztetjiik, hogy ezekben a szorzasokban a
szorzand6 mindegyik szamjegye eggyel, kettével vagy harommal nagyobb
helyi értékre keriil:

10-35 =350, 100-35 = 3500, 1000 - 35 =35 000

Kerek kétjegyii tizesek szorzata

Felhasznaljuk a szorzas csoportosithatésagat (lasd 1.4.2. fejezet). Példaul:
30:40=3-10)-40=3-(10-40)=3-400=1200

Felhivjuk a tanulok figyelmét, hogy az, amit az &sszeadasnal észrevettiink az
egyesek és kerek tizesek dsszeadasara vonatkozoan (3 +4 =7 és 30 +40 = 70),

53



az most nem miikédik. Ugyanis 3 - 4 = 12, viszont 30 - 40 mér nem 120 lesz,
hanem 1200.

Megjegyzés:
Ezeknek a szorzatoknak fejben torténé kiszamitasa azért fontos, mert segitsé-
giikkel tudjuk majd az irasbeli szorzasok és osztasok eredményét becsiilni.

1.3.4. A szébeli osztds
2. évfolyam

Az osztas a négy alapmiivelet koziil a legnehezebben értelmezhetd €s tanul-
haté mivelet. Az értelmezés utan tobb, targyi vagy rajzos tevékenységhez
kotodod osztasi feladatot végziink. [igyelni kell arra, hogy a gycrckck mind a
bennfoglalasra, mind az egyenld részekre osztasra lassanak példakat.

A bennfoglalétablik

A bennfoglalétablakban az osztd rogzitett, az egyes bennfoglalasok pe-
dig a hanyadosok ndvekvd sorrendjében kovetik egymast. Példaul a 8-as
bennfoglalotabla:

A bennfoglalétablakat a szorzétablakkal parhuza-

8:8= 1 mosan tanitjuk, igy a tanitds sorrendje itt is tobbf¢-
16:8= 2 le lehet. A bennfoglalétabla felépitését a megfeleld
24:8= 3 szorzotablaval indokoljuk, hangsilyozva a szorzas
32:8= 4 és az osztas kozotti kapesolatot. Példaul: 24 : 3 =8,
40:8= 5 mert 8 - 3 =24,
48:8= 6 A 2. évfolyamon tanitjuk az olyan kétjegyii sza-
56:8=7 mok osztasat egyjegyil osztoval, amelyek nem részei
64:8= 8 a bennfoglal6tablanak. Ilyen példaul a 76 : 4. Ebben
72:8= 9 az esetben a 76-ot két olyan tag Gsszegére bontjuk,
80:8=10 melyek mar szerepelnek a bennfoglaldtablakban.

Felhasznalva, hogy az osztas jobbrdl disztributiv az 8sszeadasra nézve (lasd
1.4.4. fejezet), a hanyadosokat meg tudjuk hatarozni.
76:4=(40+36):4=40:4+36:4=10+9=19

Maradékos osztas
A bennfoglalétablak megtanulasa mellett foglalkozunk a megfeleld maradé-
kos osztasokkal is.

A maradékos osztas tanitasa torténhet folyamatosan, az egyes bennfog-
lalotablakkal egyiitt vagy a bennfoglalotablak utan. A 2. évfolyamon csak

54



olyan maradékos osztasokkal foglalkozunk, melyeknél a hanyados 10-nél nem
nagyobb. Példaul: 83:9=9
2

Egy-egy osztohoz kotodéen vizsgaljuk a lehetséges maradékokat (lasd
1.5.2. fejezet). Példaul 9-cel osztva a lehetséges maradékok: 0, 1, 2, 3,4, 5,
6, 7, 8, azaz a maradékok mindig kisebbek az osztonal.

3—4. évfolyam

Az osztasnal ugyanazokat az elveket kell kovetni, mint a szorzdsnal, azon-
ban a példak kitiizésénél figyelniink kell arra, hogy az osztds nem minden
esetben végezhett el a természetes szamok halmazan.

Az osztas milveleti tulajdonsagait felhasznalva (lasd 1.4.2. fejezet) olyan
egyszerlibb osztasokat, amelyeknél nincs maradék, széban is elvégezhetiink.

Kerek tizes, szazas, ezres osztasa

Ha valtozatlan oszté mellett az osztandét 10-szeresére, 8§:4=2

100-szorosara, 1000-szeresére noveljiik, akkor a hanyados is 80:4=20

10-szeresére, 100-szorosara, 1000-szeresére nd. Példaul: 800 : 4 =200
8000 : 4 =2000

Ha valtozatlan osztandd mellett az osztot 10-szeresére, 8000 : 4 =2000
100-szorosara, 1000-szeresére noveljiikk, akkor a hanya- 8000 : 40 =200

dos 10-ed, 100-ad, 1000-ed részére csékken. Példaul: 8000 : 400=20
8000 : 4000 =2
Ha az osztandé és az osztd is egyforman 10-szeresére, 8:4 =2
100-szorosara, 1000-szeresére no, akkor a hanyados val- 80:40 =2
tozatlan marad. Példaul: 800:400 =2
8000 : 4000 =2

1.3.5. Irdsbeli miiveletek tanitdsa
frasbeli szamolasra akkor van sziikségiink, amikor mar a fejben torténd sza-
molas tal nagy terhet ro rank. Természetesen ahogy a sportban vannak kiemel-
kedd teljesitményt nydjtd emberek, ugy a fejszamolasban is. Nekik nem okoz
gondot akar tobbjegyii szamokkal is miiveleteket végezni fejben. Az emberek
t6bbségének azonban egyszeriibb, ha kdzvetleniil csak a szamjegyek értékével
szamol, és a kapott részeredményt helyi érték szerinti bontasban irja le.
Hangsulyoznunk kell, hogy egy irasbeli mlivelet nem 0j miivelet, csupan
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a milvelet elvégzésének az eddigiektdl eltérd, nagyobb szamok esetén alkal-
mazand6é modja. Az frasbeli miveletet nem azért nevezziik ,.irasbeli”-nek,
mert leirjuk, hanem azért, mert a leirast helyi értékesen végezziik.

Tekintettel arra, hogy a miiveletek irasbeli algoritmussal torténé elvégzése
akkor gyorsabb a szobelihez képest, ha legalabb haromjegyii szamokkal dol-
gozunk, az irasbeli milveletek tanitasara 3. évfolyamtol kezdéd6en kertiil sor.

Az alabbiakban 6sszefoglaljuk, hogy melyek azok az eldismeretek, ame-
lyek sziikségesek az irasbeli miiveletek tanitasanak megkezdéséhez:

— természetes szamfogalom

— szamok helyi értéke, alaki értéke, valddi értéke

— helyiérték-tablazat

— szobeli miiveletek

— szamok kerekitett értéke

— becslés

— mivelet €s inverzének kapcsolata

— miiveleti tulajdonsagok
jaték pénz mint tanulast segitd eszkz

1.3.6. Irdsbeli osszeadds
Az irasbeli Gsszeadas tanitasakor azt kell megmutatni a tanuléknak, hogy
két szamot ugy is 6sszeadhatunk, hogy az egyes helyi értékeken 1év6 szam-
jegyeket kiilon-kiilon osszegezziik. Ezt legjobban jaték pénzekkel tudjuk
szemléltetni.

A fokozatossag elve szerint eloszor olyan szamok Ssszeadasat végezziik el,
ahol egyetlen helyi értéken sem lesz a két szamjegy Gsszege 9-nél nagyobb.

1. példa
Anna elment a boltba vasarolni. 214 Ft-ért kenyeret, 325 Ft-ért felvagottat
vett. Hany forintba keriilt a kenyér és a felvagott 6sszesen?

Kirakjuk jaték pénzekkel az 6sszeadas két tagjat, majd a pénzérméket he-
lyi értékenként egyesitve olvassuk le az eredményt:

Szazasok Tizesek Egyesek

Kenyér O O O OOOO
Felvagott OQO OO OOOOO
5 3

9

Osszesen
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A fenti elgondolasbdl kiindulva alkotjuk meg az irasbeli dsszeadds algo-
ritmusat. A két 6sszeadandot helyiérték-tablazatban egymas ala {rjuk:
Kezdetben fontos, hogy az egyes szamjegyek

ESZg L ke dsszeadasanal a tanulok a szamok alaki értéke
2104 mellé a helyi értékiiket is kimondjdk, példaul
i34 245 5 egyes meg 4 egyes egyenld 9 egyessel stb. Ez-
P 5 E 3 i 9 zel is tudatositjuk, hogy az 6sszeadas helyi érté-

kenként torténik.

Ezt kovetben olyan példat adunk, ahol egy helyi értéken (eldszor az egye-
sek helyén) a két szamjegy 6sszege legalabb 10. Ebben az esetben is kirakjuk
jaték pénzekkel a két tagot, majd helyi értékenként egyesitjiik. Példaul:
Ertelmezzitk a keletkezett Gsszeget: Van

. A_E_S_Z_' _E N _E_ef'_ 7 db szazasunk, 3 db tizesiink és 14 db egye-
; 2 : 1 : 8 siink. Az eddig tanultak szerint 14 db egyesbdl
+i15 12,6 10 db egyest bevalthatunk 1 db tizessé. Igy
i 7 E 3 E 14 a keletkez6 osszeg 7 db szazasbol, (3+1) db
L £ tizesbol és 4 db egyesbol fog allni. Tehat ha
_E?_ETET' Osszegben az egyesekbdl be tudunk valtani
| i i 10-et 1 tizesre, akkor ezt az 1 tizest mar tizes
helyi értéken vessziik figyelembe az Ossze-

adas soran.

Megjegyzés:

Felmeriilhet a kérdés, hogy az irasbeli 6sszeadast miért a legkisebb helyi
értéken kezdve, jobbrodl balra haladva végezziik. Figyeljiik meg az el6bbi
példat! Az egyesek helyén 1évo szamjegyek Gsszege 8 + 6 = 14. Az elébbi
gondolatmenet szerint az egyesek helyén leirjuk a 4-et, és megjegyezziik,
hogy maradt még egy tizestink, amit hozz4a kell majd adni a tizesek szama-
nak 6sszegéhez. gy 1 +2+ 1 =4 lesz a tizesck szama, ezt leirjuk.

Most vizsgaljuk meg, mi lett volna, ha balrol jobbra haladunk! Elészor
osszeadjuk a szazasok szamat, ami 2 + 5 = 7, majd leirjuk. Osszeadjuk a
tizesek szamat, ami 1 + 2 = 3, majd leirjuk. Végiil az egyesek szamat kell
Osszeadni, ami 8 + 6 = 14. Mivel két szamje-

I

A AN _ef_;._ gyet nem irhatunk egy helyi értékre, leirjuk a
gt . Pl
, . ! 4-et, €s az Osszegben eggyel megnqveljuk a
+E 582 £ 6 mar korabban leirt tizesek szamat. Igy tehat
v 713 : 14 athuzassal vagy torléssel javitani kell, s ez at-
L7 %40 4 tekinthetetlenné teszi a lejegyzést.
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Nézziik meg azt az esetet is, amikor a tizesek helyén allo két szamjegy
Osszege legalabb 10. Példaul:

sz it _i_g._ Az sszeg most 7 db szazasbdl, 13 db ti-
2 1613 zesbol és 4 db egyesbdl all. Az eddig tanultak

+15 E 701 szerint a 13 db tizesbol 10 db-ot bevalthatunk
"7 13 4 1 db szazasra, igy a tizesek helyén 3 marad, a
Y szazasok szama pedig 1-gyel nd.

Végiil olyan példéakat vesziink, amelyekben egyszerre t&bb helyi értéken
is torténik tizesatlépés.

Megjegyzés:

— A bevezet6 példak utan a helyiérték-tablazatot elhagyjuk, de a szamo-
kat a helyi értékeknek megfelelden irjuk egymas ala.

— Az irasbeli 6sszeadas algoritmusat kiterjesztjiik 2-nél tobb tagh 6ssze-
adasokra is.

— Az irasbeli Ssszeadas bevezetésére a 3. évfolyamon, az ezres szamkor-
ben keriil sor, de vigyaznunk kell arra, hogy a két vagy t6bb haromje-
gyl szam Osszege ne érje el az 1000-ct.

— 4. évfolyamon szintén tanitjuk az irasbeli 6sszeadast, de itt mar a
szamkorbovitéssel 6sszhangban négyjegyii szamokat is 6sszeadunk.

A becslés szerepe

Minél tobb helyi értéken kell a tizesatlépés miatt bevaltasokat végezni, an-
nal inkabb nd a hiba lehetdsége, ezért is célszerli a mivelet elvégzése elttt
az eredményt megbecsiilni. A becslés tanitisara természetesen nem csak a
hibas eredmény kisziirése miatt keriil sor. A mindennapi életben gyakran
talalkozunk olyan szituaciokkal, amikor elegendd egy-egy mivelet pontos
eredménye helyett annak kozelitd értéke. Az is nagyon fontos, hogy egy-egy
probléma megoldasa soran a kapott eredményrol ,,ranézésre” el tudjuk don-
teni, hogy realis-e vagy sem.

A becslési képesség fejlesztéséhez a miiveletvégzés utan a pontos ered-
ményt mindig 6ssze kell hasonlitani a becsiilt értékkel. (A becsiilt és a sza-
mitott érték kozotti elfogadhatd eltérés mértékére a kerekitésekbdl adddo
maximalis eltérésekbdl kdvetkeztethetiink.)
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Az 6sszeg becsléséhez a haromjegy(i 9sszeadandokat tizesekre vagy sza-
zasokra kerekitjiik, és a kerekitett szamokkal szobeli Gsszeadast végziink
(lasd 1.3.1. fejezet).

2. példa
395 + 278 = ? A miivelet elvégzése el6tt végezz becslést tizesekre kerekitett
értékekkel!

Megoldas
Becslés: 395 = 400, 278 = 280
A becsiilt érték: 400 + 280 = 680.
Szamitas: 395
+278
673

Az Osszeadas ellendrzése

Az dsszeg helyességét a tagok felcserélésével kapott dsszeadassal ellenoriz-
ziik. A kéttaghi 3sszeadas ellendrzését azért nem az osszeadas inverz miivele-
tével, a kivonassal végezziik, mert egyrészt a kivonast késobb tanitjuk, mint
az Osszeadast, masrészt pedig a kivonas nehezebben elvégezheté miivelet,
igy nem célszerii egy konnyebbet egy nehezebbel ellendrizni.

1.3.7. Irdsbeli kivonds

Az irasbeli kivonas elvégzésére tobb modszer is kinalkozik, példaul: elvétel fel-
valtassal, potlas egyenl valtoztatassal. Célszerii tobbet megmutatni €s a tanuld-
ra bizni, hogy melyiket tartja egyszeriibbnek és jobban hasznalhatonak.

Az irasbeli kivonasnak is megvannak a fokozatai, és ez a kovetkez6é mod-
szerek mindegyikére igaz. El6szor mindig olyan szamokat valasztunk ki-
sebbitendének és kivonandonak, hogy mindegyik helyi értéken elvégezhetd
legyen a kivonas tizesatlépés nélkiil.

1. példa

Tominak 755 forintja van. Mennyi pénze marad, ha megveszi a 321 Ft-os
jaték autot?
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Megoldas

A kiilonbség meghatarozasat kétféle eljarasra és igy kétféle tevékenységre
vezethetjilk vissza.

a) Elvétel:

Vegyiink el 755-b6] 321-et!

A vasarlast jatsszuk el jaték pénzzel! Legyen az asztalon kirakva a kiseb-
bitendd, azaz 7 db 100-as, 5 db tizes, 5 db 1-es. Vegyiink el belble 321-et,
azaz a 3 db 100-ast, a2 db 10-est és az | db 1-est. (Az elvételt a rajzon leha-
zassal jeloljiik.) Olvassuk le, mennyi pénz maradt az asztalon!

Szazasok Tizesek Egyesek

ot I OONQR) | OORR|0000R
OO

O

Maradt 4 3 4

b) Potlas:

Potoljuk a 321-et 755-re!

Most a kivonandét, azaz a 3 db szazast, a 2 db tizest és az 1 db egyest
tessziik az asztalra. Egészitsiik ki ezt a pénzt tigy, hogy megkapjuk a kisebbi-
tendot, a 755-6t! A 3 db szazashoz még 4 db-ot kell tenni, hogy 7 db szazast
kapjunk, a 2 db tizeshez még 3 db-ot kell tenni, hogy 5 db tizes legyen, az
1 db egyeshez pedig még 4 db-ot kell tenni, hogy 5 db egyes legyen. (A hoz-
zatevést a rajzon szinezéssel jel6ljiik.) Olvassuk le, hogy mennyi pénzt tet-
tiink még ki az asztalra!

Szazasok Tizesek Egyesek

Tomi pénze 7 5 5
(ezt nem rakjuk ki):

Az au'tc') ara: O O O O O O
s |O0O00]000 | 0ooo
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Mindkét eljarassal ugyanazt a helyiériék-tablazatos felirast kapjuk:

,A_-_.-..__'_E_..e_'_
ERERE
-3 1211

T4 13 14

Ha valamelyik helyi értéken a kisebbitenddben kisebb szamjegy all, mint
a kivonandoban, akkor kétféle médszer, a felvaltas vagy az egyenld valtoz-
tatis modszere kozott valaszthatunk.

A felvaltas modszere

A modszer [ényege, hogy ha egy adott helyi értéken a kisebbitendd kisebb,
mint a kivonandd, akkor a kvetkezd helyi értéken 1év6 szamjegybdl egyet
felvaltunk kisebb helyi értékiire, és igy mar el tudjuk végezni a kivonast.

2. példa
Tominak 755 forintja van. Mennyi pénze marad, ha megveszi a 329 Ft-os
Jjaték autot?

Megoldas
Elvétel a felvaltas modszerével:

Ebben az esetben a 755-bd1 329-¢t kell elvenni. Mivel nem tudjuk az 5 db
1-esbol elvenni a 9 db 1-est, felvaltunk az 5 db tizesbol 1-et 10 db egyesre.
Ekkor 15 db egyesiink lesz, ebbdl mar elvehetjitk a 9 db egyest (A rajzon a
felvaltott tizest pontozassal jeldljiik.)

Szazasok Tizesek Egyesek

e | QOQQQ OOQR
QO ®

Maradt: 4 2

280
ZG)
> @EO
2O
BE0
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Helyiérték-tablazatban felirva:

___§Z_-_f__t___l_e_-.
ERECE

=13 412 .9
412 16

Megjegyzések:

— Jelezni kell, ha a kisebbitendében egy adott helyi értéken szerepl6 szam
a felvaltas miatt kisebb lett.

— A felvaltas modszerét akkor is hasznalhatjuk, ha a kivonast pdtlasként
végezziik.

— Ez az eljaras nehézkes, ha tobb helyi értéken van tizesatlépés. Példaul:
A 4002 — 1113 kivonasnal az eljaras szerint nem tudunk 2 db egyesbdl
3-at elvenni, ezért felvaltanank a kévetkezd helyi értéken 1 tizest 10 db
egyesre, viszont ott 0 van. Tehat ide is valtani kell.

o E. sz gt T N—
L Dy @ O, , €0 D,
4= 0 10 12
SRR |1 3
52 8 58 ;9

Az egyenld valtoztatas modszere

Ha a kisebbitend6ben egy adott helyi értéken kisebb szamjegy all, mint a
kivonandéban, akkor a felvaltds mddszere helyett az egyenld valtoztatas
modszerét is alkalmazhatjuk. Ehhez a kivonas miiveleti tulajdonsagai koziil
a kovetkez6t hasznaljuk fel: a kiilonbség nem valtozik, ha a kisebbitend&t és
a kivonandét ugyanazzal a szammal noveljiik (lasd 1.4.1. fejezet). fgy most
megndveljiik a kisebbitendot és kivonandét is 10-zel, mégpedig oly médon,
hogy a kisebbitenddt 10 db egyessel, a kivonandoét pedig 1 db tizessel.

3. példa

Sanyinak 453 darab bélyege van. Ebbd] 218 darab magyar bélyeg. Mennyi
kiilfoldi bélyege van?
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Megoldas

Pétlas az egyenld valtoztatas modszerével:
Ebben az esetben a 218-at kell 453-ra p6tolni. Mivel nem tudjuk a 8 db

egyest 3 db egyesre potolni, 10-zel tobb, azaz 13 egyesre potoljuk. Ezaltal

a kisebbitend6t 10 db egyessel megnoveltitk. Ahhoz, hogy a kiilonbség ne

valtozzon, megnoveljiik 1 db tizessel a kivonandét is. A kovetkezd 1épésben

ezért nem 1, hanem 2 db tizest fogunk potolni 5 db tizesre.
Helyiérték-tablazatban fell'rval:

oSzt e |
L4 5 1 3ED

_t2 11Dy
2 83 45

Megjegyzések:

— Az egyenl6 valtoztatas modszerét természetesen akkor is alkalmazhat-
juk, ha nem vagy nem csak az egyesek helyi értékén van tizesatlépés.

— Kezdetben célszeri jelslni, hogy melyik helyi értéken adtunk hozza a
kisebbitendéhoz és a kivonandohoz.

—~ Az egyenld valtozatas modszerét akkor is alkalmazhatjuk, ha a kivonast
elvételként értelmezziik.

— 3. évfolyamon haromjegyii, 4. évfolyamon pedig mar négy- vagy akar
tobbjegyili szamokkal is végziink irasbeli kivonast.

Becslés és ellendrzés
Becslést az Osszeadashoz hasonléan kivonas eldtt is végziink. A kivonas
eredményének helyességét ellendrizhetjiik Ssszeadassal vagy kivonassal.

— Osszeadassal: Ha a kiilonbséghez hozzaadjuk a kivonandét, akkor meg-
kapjuk a kisebbitend6t. Példaul: az 528 — 397 = 131 kivonas ellen6rzé-
se: 131 +397 =528.

— Kivonéssal: Ha a kisebbitend6bél kivonjuk a kiilonbséget, akkor meg-
kapjuk a kivonandét. Példaul: 528 - 130 = 397.

1.3.8. Irdsbeli szorzds egyjegyii és kétjegyii szorzéval
Szorzas egyjegyii szorzéval
Elészor olyan példat mutatunk, ahol egyik helyi értéken sem torténik

tizesatlépés.
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1. példa
Zoli elorelato, ¢és iskolai baleset-biztositast kot. Ennek havi dija 213 forint.
Mennyit fizet egy negyedév alatt?

Megoldas
Egy negyedév 3 honapbdl all, tehat, hogy megtudjuk, mennyit fizet 3 hénap
alatt, ahhoz a 213-at meg kell szoroznunk 3-mal.

A szorzast ismételt 6sszeadasként értelmezve eldszor irasbeli Gsszeadas-
sal kiszamoljuk a 213 + 213 + 213 Osszeget.

1sz. 1 t. 1 e

RIFIRRE)
i E E sz.1 t i e.
LR - 271133
61379 6 319

Mivel minden helyi értéken azonos szamjegyek szerepelnek, Gsszeadas
helyett célszeri szorozni. Jelen példankban a szorzd 3, a szorzando 213.
A szorzandéban az egyesek helyén 3 all, tehat 3-szor 3 egyes az 9 egyes.
A izesek helyén 1 all, 3-szor 1 tizes az 3 tizes. Legvégiil a szazasok helyén
allo 2-t kell 3-szor venni, azaz 3-szor 2 szazas az 6 szazas.

Megjegyzések:
— Amennyiben még sziikséges, az egyenlo tagok dsszeadasat szemléltes-
siik jaték pénzekkel.

— Viszonylag kevés olyan tobbjegyli szamot tudunk egyjegyli szorzéval
szorozni, ahol minden helyi értéken a keletkezd szam egyjegyii marad,
azaz sehol sem lesz tizesatlépés.

A kovetkezo fokozat olyan tSbbjegyli szam szorzasa egyjegyli szorzoval,
ahol az egyesek helyén torténik tizesatlépés. Példaul: 218 - 3 = ? A szor-
zast helyi értékenként, a legkisebb helyi értéktol indulva végezziik. Amikor
a 8 db egyest szorozzuk 3 db egyessel, a szorzat 24 db egyes lesz. Ebbdl
20 db-ot bevaltunk 2 db tizesre, és ezt hozzaadjuk a tizes helyi értéken 1évo
szam 3-szorosahoz.

Ezt természetesen sokkal révidebben irjuk, mert az atvaltasbol adodé tize-
sek szamat csak fejben jegyezziik meg.
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I 1
Az algoritmus megértése utin a helyiérték-tablazatot mar nem vessziik fel,
de a helyi érték szerinti irasmodra valtozatlanul figyeliink.

Ezt kdvetden olyan példakat adunk, ahol a tizesek, majd a szazasok helyén
torténik tizesatlépés.

Végiil altalanos esetben olyan szorzasokat végziink, amelyeknél tébb helyi
értéken is elofordul tizesatlépés. Példaul: 368 - 7 =? Ahogy az eldbbi példanal
lattuk, most is megtessziik a sziikséges bevaltasokat az egyesektol indulva:

E isz.t ie _ Rovidebben, a sziikséges valta-

E 3 E 6 E 8 -7 sokat fejben tartva vagy az ujjakkal
: : 42, ,56\ mutatva:
: ] 5(: 7—\
2 A ¢ Elszit e

S a—t | 3.618-7
LA Th O 21 51716

2": ! : | | 7 |

2v 5¢ 74 6

Megjegyzés:

— Abevaltasokat, amennyiben sziikségesnek latjuk, kezdetben még szem-
1¢éltessiik jaték pénzekkel!

— A3. évfolyamon olyan szorzasokat végziink, ahol a szorzat nem nagyobb
1000-nél. 4. évfolyamon a szorzand6 mar lehet négyjegyii szam is.

Becsiés, ellendrzés

A szorzat becslését a szorzando kerekitett értékével végezziik, valtozatlanul hagy-
va az egyjegyl szorzot. Példaul a 368 -7 szorzat becsiilt értéke a szorzandot sza-
zasra kerekitve 400 - 7 = 2800, a szorzanddt tizesre kerekitve 370 -7 = 2590.
A szorzas ellendrzése ismételt 6sszeadassal torténhet.
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Szorzas kétjegyi szorzdval
Az altalanos irasbeli algoritmust a 10-zel, majd a kerek tizessel t6rténd szor-
zassal készitjiik eld.

Ha egy szamot 10-zel szorzunk, akkor a szorzand6é minden szamjegye
1-gyel nagyobb helyi értékre keriil, az egyesek helyén pedig 0 lesz, azaz
minden szamjegyet egy helyi értékkel balra lép- . |
tetiink. Példaul: a 187-et 10-zel szorozvaa 7 db - -+ - mr oo _-
egyesbol 70 db egyes lesz, ami 7 db tizes és 0 [
db egyes. A tizesekbdl van 8 db, ezt megszorozva A1 00
10-zel, 80 db tizes lesz, ami éppen 8 dbszazas.Az 1 | 8 | 7 | 0
1 db szazasbol 10 db szazas lesz, ami 1 db ezres.

A kerek tizes szorzo felbonthatd egy egyjegyii

szam Gs a 10 szorzatara. igy czt a feladatot vissza — :L -%'_:L L 4:_ &
tudjuk vezetni az el6z6 esetre. Példaul: a 187-et | 1 | 8 ! 7 20
20-szal gy is szorozhatjuk, hogy elébb megszo- 3 ' 7 + 4+ 0

rozzuk 2-vel, majd 10-zel. Ez utobbi egy helyi ér-
tékkel torténé balra [éptetést jelent.

Ha a szorzo teljes kétjegyii szam, akkor felbontjuk tizesekre és egyesek-
re. A tizesekkel és az egyesekkel a szorzast kiilon elvégezziik, majd Ossze-
adjuk a részletszorzatokat. Ennél a Iépésnél felhasznaljuk azt a miiveleti
tulajdonsagot, hogy a szorzas disztributiv az 6sszeadasra nézve (lasd 1.4.4.
fejezet).

2. példa
Szorozzuk meg a 18-at 24-gyel!

Megoldas
24=20+4,tehata24-18=20+4)-18=20-18+4-18.
Mivel az 6sszeg tagjai felcserélhetdk, azaz20-18 +4-18=4-18+20-18,
két lehetoség koziil valaszthatunk:
— A szorzo tizeseivel kezdjiik a szorzast (2 tizessel), utana folytatjuk az
egyeseivel (4 egyessel).

66



szorzds irdnya
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— A szorzo egyeseivel kezdjiik a szorzast (4 egyessel), utdna folytatjuk a
tizeseivel (2 tizessel).

szor=ds irdnya
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Az irasbeli szorzas algoritmusanak megértése és helyes alkalmazéasa utan
az irasmédot egyszerisitjiik:

— Amikor a tizesekkel szorzunk, nem irjuk ki a Iéptetést jel6l0, azaz a
helyp6tlo nullakat.

~ A helyiérték-tablazatot elhagyjuk, de arra valtozatlanul iigyeliink, hogy
az egyes szamjegyek a helyi értékitknek megfelelden keriiljenek egy-
mas ala.

Ennek megfelelen, ha a szorzast a szorzd

— tizes helyi értékii szamjegyével kezdjiik, akkor a masodik részletszorzat
az els6hoz képest egy helyi értékkel jobbra tolodik,

— egyes helyi értékli szaimjegyével kezdjiik, akkor a masodik részletszor-
zat az els6hoz képest egy helyi értékkel balra tolodik. Példaul:
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— Egyszerisiti az irdsmodot, ha nem ragaszkodunk ahhoz, hogy a szor-

zando helyi értékei osszhangban legyenek a szorzat helyi értékeivel.
Elegendd arra figyelni, hogy a két részletszorzat egymashoz képest
megfeleld iranyba tolddjon el.

Ha a szorzast a tizesekkel kezdjiik, akkor a kdvetkezOképpen jarha-
tunk el:

-+ 7i2

4.3 2

Ha a szorz6 egyik szamjegye 1, célszerli azzal kezdeni a szorzast, mert
ekkor nem sziikséges leirni az elsd részletszorzatot, hiszen az megegye-
zik a szorzandoval. Példaul:

4517311
+ 1

'3
0 + 1
10 4

LV Jf 06 TR OS]
o &~

2
4 2
Ha a haromjegyi szorzo kozépsé szamjegye 0, akkor nem egy, hanem
két helyi értékkel toljuk el a kivetkezd részletszorzatot. Ugyanis, ami-
kor a kdzépso, 0 szamjeggyel szorozzuk a szorzand6 egyes helyi érté-
kein Iév6 szamokat, akkor miden esetben 0-t kapunk. Tehat ez a részlet-
szorzatunk nulla lesz, az 6sszeadas eredményét nem fogja befolyasolni,
ezért nem sziikséges kiirni, elegend6, ha a kivetkezd részletszorzatot
még egy helyi értékkel eltoljuk. Péld4ul:

2 2 0 3¢
4

S N

W O o~
(=] { Rl wn}
{35 | oS ]



Becslés, ellenorzés
A szorzat becslését Gigy végezziik, hogy a szorzandoét tizesekre vagy szaza-
sokra kerekitjiik, a kétjegyli szorzot pedig tizesekre. Példaul a 34 - 31 szorzat
becsiilt értéke 30 - 30 = 900.

A szorzat helyességét 0gy ellendrizhetjiik, hogy ismételten elvégezziik a
szorzast vagy a szorzo masik helyi értékén kezdve, vagy a tényezdket fel-
cserélve.

1.3.9. Irdsbeli osztis egyjegyii és kétjegyii osztoval

A négy alapmiivelet koziil a legnehezebben elvégezhetd miivelet az osztas.
Igaz ez az irasbeli osztasra is. Megértéséhez mindenképpen sziikséges visz-
szatérni a targyi tevékenységekhez, elsésorban a jaték pénzekkel torténd ki-
rakasokhoz.

A becslés modja az irasbeli osztasnal mas, mint a masik harom mivelet-
nél, ezért az eddig kovetett targyalasmodtol eltéréen mar az osztasi algorit-
mus ismertetése soran foglalkozunk vele.

A hanyados ellen6rzése szorzassal torténik, felhasznalva azt, hogy a szor-
zas az osztds inverz miivelete. Az osztas és a szorzas kozotti kapcesolatot
nemcsak a miivelet elvégzését kovetd ellendrzésnél, hanem mar az algorit-
mus lépéseinél is felhasznaljuk.

Osztas egyjegyii osztoval

Az irasbeli osztast a 4. évfolyamon tanitjuk, igy az osztandé harom- vagy
négyjegyil szam lehet. Elsé 1épésben olyan szamot osztunk el, amelyben
minden szamjegy oszthatd az osztoval.

1. példa

Anna, Bernadett és Cecil testvérek. Kozosen gyijtotték a papirt, amit leadtak
a hulladékhasznosito telepen. A kapott 639 Ft-ot igazsagosan osztottak el.
Mennyi pénzt kaptak fejenként?

Megoldas

Becslés: Meghatarozzuk azt a két kerek szazast, amelyek kozé esik az osz-
tando, és amelyek oszthatdk az osztoval: 600 < 639 <900, ezért a hanyados
600 : 3 = 200-nal nagyobb, 900 : 3 = 300-nal kisebb lesz.
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Az asztalra kihelyezziik a 6 db szazas, 3 db tizes és 9 db egyes jaték pénzt.
Mivel mind a harom cimlet oszthaté 3-mal, ezért mindegyiket kiilon-kiilén
tudjuk harmadolni. igy fejenként jut 2 db szazas, 1 db tizes és 3 db egyes,
azaz 213 Ft. A 213 Ft megfelel a becslésnek, mert 200 <213 < 300.

Az osztas lejegyzése helyiérték-tablazattal:

sz.itie. sz.i ti e
61319 3 = 281} 3
Ellen6rzés:
sz. it i e
2 613 -3
6 1319
Megjegyzés.

Az irasbeli osztas algoritmusat az osztast egyenld részekre osztasként értel-
mez0 tevékenységgel készitjiik eld, de ezt kovetden a miiveletvégzés soran
mar nem tesziink kiilonbséget a kétféle (egyenld részekre osztas, bennfogla-
las) értelmezés kozott, felhasznaljuk azt a korabbi tapasztalatot, hogy mind-
két értelmezés ugyanarra a hanyadosra vezet.

A kovetkezo [€pésben olyan osztast adunk, ahol az els6 és/vagy a masodik
helyi értéken allo szamjegy nem oszthatd az osztoval, és igy ott maradék ke-
letkezik. Arra is vigyazunk, hogy a legnagyobb helyi értéken all6 szamjegy
ne legyen kisebb az osztonal.

2. példa
Osszuk el az 525-6t 3-mal!

Megoldis
Becslés: 300 <525 <600, 300 : 3 =100, 600 : 3 =200. Tehat a hanyados 100
és 200 kozotti szam.

Az eljarast jaték pénzzel szem!éltetve:

Az 5 db szadzasbol mindenkinek jut 1-1 db, de 2 db szazast mar nem tudunk
3-felé osztani, ezért azokat felvaltjuk tizesekre. Az igy kapott 20 db tizeshez
hozzaadjuk a 2 db tizest. Ebb6l a 22 db tizesbdl mindenkinek jut 7 db és
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marad 1 db. Ezt az 1 db tizest felvaltjuk égyesekre. [gy 15 db egyesiink lesz,
amibdl mindenki kap 5 db-ot. Mindharom gyerek kap tehat 1 db szazast, 7 db
tizest és 5 db egyest, azaz 175 Ft-ot. A 175 megfelel a becslésiinknek, hiszen
100 és 200 kozott van.

Az irasbeli osztast altalanosan az alabbi eljaras szerint végezziik:

A legnagyobb helyi értékii szamot elosztjuk az osztdval, visszaszorzassal
és kivonassal megallapitjuk a maradékot. Példankban: 5 szdzas osztva 3-mal
egyenld 1 szazassal, mert 1 szdzas szorozva 3-mal az 3 szdzas. Az 5 szazas-
bol kivonva 3 szazast, 2 szazas marad.

A keletkezd maradékkal és az osztandd kdvetkezd szamjegyével Gijabb két-
jegyll szamot képeziink, és ezt ismét elosztjuk az osztoval. Példankban: Az
el6z6 1épésben keletkezett 2 szazas maradék az osztand6 2 tizesével egyiitt
22 tizes, ezt osztva 3-mal, 7 tizest kapunk, a maradék pedig 1 tizes lesz.

Az itt keletkezd maradékkal és az osztandd kovetkezd szamjegyével el-
végezziik az eljaras elobbi 1épését. Példankban: Az el6zd 1épésben keletkezd
1 tizes maradék az osztandd 5 egyesével egyiitt 15 egyes, ezt osztva 3-mal
5 egyest és 0 maradékot kapunk.

Az irasbeli osztas lejegyzésének madja elészor helyiérték-tablazattal tor-
ténik:

sz.| t., e sz., t. | e
T I
51215 3 0= 11715
=34
—2}2{
2 01

' 145

-1 15

f ™0

A fenti szamolast sokkal révidebben irjuk, ugyanis a visszaszorzasnal a ma-
radék kiszamitasat pétlassal fejben végezziik, és csak a maradékot itjuk le:
5i 2k b 3l =l 7§
22

15
0

A hanyados ellen6rzése: 175 -3 =25.
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Megjegyzés:

Az eddig tanult irasbeli miiveleteknél a legkisebb helyi érték fel61 haladtunk
a nagyobb felé, most azonban az osztast forditva, a legnagyobb helyi értékii
szamjeggyel kezdjiik.

Kiilén kitériink arra az esetre, amikor az osztando elsd szamjegye kisebb
az osztonal. A fent leirt algoritmus valtozatlanul alkalmazhato, de fel kell
hivnunk a figyelmet arra, hogy ekkor a hanyados kétjegyii szam lesz.

3. példa
Osszuk el a 174-et 3-mal!

Megold:s
Becslés: 0 < 174 <300, tehat a hanyados 0 és 100 kozé esik. Ez azt jelenti,
hogy a hanyados nem harom-, hanem csak kétjegy(i szam lesz.

Az 1 db szazast 3-mal osztva 0-t kapunk, tehat a hanyadosban a szdzasok
szama 0, ezt nem irjuk ki.

1 7 4 : 3 = 5 8 Révidebb irasmédban:
-1 5
2 174 :3 =538
2 4 2 4
0 0
Megjegyzés:

Azt, hogy a hanyados hany jegyli lesz, a szdzasok helyén allé szamjegy és
az oszt6 Osszehasonlitasaval is megéllapithatjuk: ha a szdzasok helyén all6
szamjegy kisebb, mint az 0szt6, a hanyados kétjegyi lesz. A hanyados szam-
jegyeinek helyét kipontozassal is jelolhetjiik.

Célszeril olyan osztast is bemutatni, amelynél a hanyados valamelyik he-
lyi értékére 0 keriil.

4. példa
Osszuk el az 1442-t 7-tel!

Megoldas

Az el6bbi meggondolast kovetve, mivel az ezresek helyén allo szamjegy ki-
sebb, mint az o0szt6, a hanyados haromjegyfi lesz.
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Gyakori hiba, hogy a tanulok a 4 tizest 7-tel osztva, a kapott 0 tizest a
hanyados tizes helyi értékére nem irjak le, és igy 206 helyett 26-ot kapnak.
Ahiba elkeriilhet6, ha az osztas el6tt a hanyados szamjegyeinek szamat meg-
hatarozzuk.

Az eddigi osztasok mind olyanok voltak, hogy az osztand6 oszthatd volt
az osztoval. A természetes szamok kdrében tobbszor eldfordul, hogy osztas-
kor maradék keletkezik. Példaul a 826 : 5 osztast elvégezve a hanyados 165,
a maradék 1.

8226 : 5 =165
32
2 6

1

Az ellenorzést ekkor Ggy végezziik, hogy a hanyadost visszaszorozzuk az
osztoval, majd a szorzatukhoz hozzaadjuk a maradékot. Az igy kapott szam
az osztandd: 165 -5+ 1 =825+ 1 = §26.

Osztas kétjegyii osztoval

A bemutatott osztasi algoritmust alkalmazzuk akkor is, amikor tobbjegyii az
0szt0, bar a hanyados egyes helyi értékein keletkezd szamok megallapitasa
joval nagyobb nehézséget jelent. Also tagozaton a kétjegyti szammal valo
osztas csak kiegészito anyagként jelenik meg.

5. példa
Osszuk el a 2688-at 24-gyel!

Megoldas

Mind az osztandd, mind az osztd nagysaga miatt nehéz viszonylag pontos
becslést adni, ezért csak a hanyados szamjegyeinek a szamat hatarozzuk
meg: Ha az osztand6 elsd két szamjegyébdl képzett kétjegyli szam kisebb
az 0szténal, akkor a hanyados kettovel, kiilonben csak eggyel lesz kevesebb
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jegyl, mint az osztando. Mivel 26 > 24, példankban a hanyados haromjegyii

STilEsz.
szam fesz 2 6 88 2 4 =1 1 2

-2 4
2 8
-2 4
4 8
-2 8
0

Rovidebb formaban:
2 6 88 2 4 =11 2
2 8

4 8
0

1.4. A miiveletek kapcsolata, miiveleti tulajdonsagok

A muveletek kozotti kapesolatoknak €s a milveletek tulajdonsagainak meg-
ismerése a muveletek értelmezését és a szamfogalom elmélyitését is segiti.
A felfedezett Osszefuggések teszik lehetové a szdbeli €s irdsbeli szamolasi
algoritmusok meggértését, a miiveletvégzés egyszerlisitését.

Az egyes tulajdonsagok felfedeztetését a mindennapi életbdl vett pél-
dakkal kezdjiik, majd targyi tevékenységekkel tamasztjuk ala. Az iranyitott
felfedeztetést egyre bévebb szamkorbe tartozo szdmokkal, egymasra épii-
16, egymassal Osszefiiggd szamfeladatokkal (feladatcsokrokkal) folytatjuk.
A felismert 6sszefliggések megfogalmazasat csak konkrét szamokra vonat-
kozodan varjuk el, és azt is csak a 3-4. évfolyamon.

1.4.1. Az dsszeadds és a kivonds tulajdonsdagai

Felcserélhetdség (kommutativitas)

Az dsszeadds tagjainak sorrendje felcserélhetd

Ezt a miiveleti tulajdonsagot az Gsszeadas értelmezésére timaszkodd példak-

kal szemléltetjiik. Az Osszeadast egyesitésként értelmezve a tagok felcserél-
hetdsége kozvetleniil kdvetkezik.
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— Ha Peti a boltban belenéz édesanyja bevasarlokosaraba és lat benne 2 db
almat meg 3 db kortét, akkor & ebbSl nem tudja meg, hogy édesanyja
elobb rakta be a 2 almat és csak utana a 3 kortét vagy forditva. A kosar
tartalméan ez nem latszik. Osszeadéssal kifejezve: 2 +3 =3 + 2.

— 2 piros és 3 kék korongot egymas mell¢ téve, a képrdl két dsszeadas
olvashatd le: elébb balrol jobbra (2 + 3), majd forditva jobbrol balra
(3 +2) haladva.

— Szoges-lyukas tablan tlizziink ki egymas mellé elészor 2, majd 3 sz6-
get, és gumizzuk Ossze Oket kiilon-kiilon. A tabla képe ekkor a 2 + 3
osszeadasnak felel meg. Majd anélkiil, hogy valtoztatnink a szogek
szaman, elforditjuk a tablat 180 fokkal. Most a tablarol a 3 + 2 dssze-
adas olvashatd le. (1.34. dbra)

2+3=5 3+42=5

1.34. dbra

A kisebbitendd és a kivonando sorrendje nem cserélheto fel
Ez a kivonas értelmez€sébdl rogton kovetkezik, hiszen a természetes szamok
korében el sem végezhetd olyan kivonas, amelynél a kisebbitendé kisebb,
mint a kivonandé.

Ugyanakkor a kivonandok sorrendje felcserélhetd. Ezt a tulajdonsagot
a kivonas elvételként valo értelmezésével lathatjuk be. Mivel a halmazban
nincs kitiintetett szerepiik az elemeknek — nincsenek sorrendben —, igy mind-
egy, hogy milyen sorrendben vessziik el 8ket.

1. példa

Két testvér, Kati és Klari tizoraira 11-11 szem epret vitt magaval. Kati az elsé
sziinetben 6-ot, a masodik sziinetben 3-at evett meg. Klari forditva: eldbb
3-at, utana 6-ot. Hany szem epre maradt a lanyoknak a harmadik sziinetre?
Szinezd ki! (1.35. abra)
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1.35. abra

Megjegyzés:

A kivonandok felcserélhetoségét a megfeleld 6sszeadas tagjainak felcserdl-
hetoségére is visszavezethetjiik: példaul a 11 —6 —3 = 11 — 3 — 6 kdvetkezik
abbol, hogy egyrészt 11 —6-3 =2, mert2-+3 +6 =11, masrészt 11 — 3—6=2,
mert2+6+3=11I.

Csoportosithatdsag (asszociativitas)

Az dsszeadds tagjai tetszélegesen csoportosithatok
Ha az 8sszeadas kett6nél tobb tagu, akkor a tagok tetszélegesen csoportosit-
hatdk. Példaul: 6 + (4 +7)= (6 + 4) + 7.

Az Osszefliggést sz0ges-lyukas tablan ugy szemléltetjiik, hogy egymas
mellé kitliziink 2, 3 és 4 szoget. El6szor a két utobbit, majd a két elébbit gu-
mizzuk &ssze. Mindkét esetben leolvassuk az 8sszeadasokat. Mivel a szogek
szamat nem valtoztattuk, csak a gumit helyeztiik at, a két 6sszeg megegye-
zik. (1.36. abra)

1.36. dbra
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Az dsszeadas asszociativ és kommutativ tulajdonsagat felhasznaljuk pél-
daul egy miiveletsor kiszamitasanak egyszerfisitésére.

2. példa
Szamitsd ki tigyesen: § +3+6+2+7=7

Megoldas

A szamitas gyorsabb lesz, ha nem balrél jobbra haladva a felirt sorrendben
szamolunk, hanem a tagok felcserélésével és megfeleld csoportositdsaval a
fenti 8sszeadas helyetta (8 +2)+ 6+ (3 +7) =10+ 6 + 10 = 26 6sszeadast
végezziik el. Szamolasunk helyességét ellendrizhetjiik ugy, hogy az eredeti
sorrendben is kiszamoljuk az 6sszeget.

A kivonds nem asszociativ miivelet

A kivonasban szerepld tagokat az 6sszeadastol eltéréen nem lehet szabadon
atzardjelezni, mert megvaltozik a miveletsor eredménye. Szamitsuk ki pél-
daul a 11 —6 — 3 kivonast kétféle zardjelezéssel: (11 — 6)—3 =2, ugyanakkor
11-(6-3)=8.

Az 6sszeg valtozasai
— Ha megyvaltoztatjuk az egyik tagot valamennyivel, mikézben a masikat
valtozatlanul hagyjuk, akkor az 6sszeg is ugyanolyan irényban ugyan-
annyival valtozik. Példaul:

5 4+ 6 = 11 5 + 6 = 11
¢+1 ¢+1 ¢+1 ¢+1
5 + 7 = 12 6 + 6 = 12

Ha az Gsszeadas egyik tagjat 1-gyel noveljitk, mikdzben a masik tagot
valtozatlanul hagyjuk, az 6sszeg is 1-gyel nd.

3. példa
Mennyivel valtozik az 6sszeg? Hasonlitsd 9ssze az egymas alatt 1év6 Ossze-
adasokat!

20 + 12 = 32 13 + 16 = 29
I I
20 + 15 = ? 20 + 16 = ?
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— Ha a két tagot ugyanannyival, de ellentétes iranyban valtoztatjuk, akkor
az Osszeg nem valtozik. Példaul:

9 + 8§ = 17
¢+3 ¢—3
12 + 5 = 17

Ha az &sszeadas egyik tagjat 3-mal noveljiik, a masikat pedig 3-mal
csokkentjiik, az 6sszeg nem valtozik.

Megjegyzés:
Ezt a tulajdonsagot felhasznalva két szam szobeli 6sszeaddsat tigy is végez-
hetjiik, hogy az egyik szamot kerek tizessé alakitjuk, és ezt a valtoztatast a
masik szamon ,,jovatessziik”. Példaul:
27+38=27+3)+(38-3)=30+35=065.

Hivjak ezt a modszert TEVE modszernek is, mert TEszek, VEszek. Hozza
is tettem, meg el is vettem, tehat nem valtoztattam meg az eredményt.

A kiilonbség valtozasai
— Ha valamennyivel megvaltoztatjuk a kisebbitendét, mikdzben a ki-
vonand6t valtozatlanul hagyjuk, akkor a kiilonbség is ugyanannyival,
ugyanolyan iranyban véltozik. P€ldaul:

30 — 13 = 17
410 {10
20 - 13 = 7

Ha a kisebbitend6t 10-zel csokkentjitk, mikdzben a kivonandé valtozat-
lan, a kitlonbség is 10-zel csékken.

— Ha valamennyivel megvaltoztatjuk a kivonand6t, mikdzben a kiseb-
bitend6t véltozatlanul hagyjuk, akkor a kiilsnbség ugyanannyival, de
ellentétes iranyban valtozik. Péld4ul:

30 - 13 = 17
7343
30 - 10 = 20
Ha a kisebbitend6t valtozatlanul hagyva a kivonand6t 3-mal csokkent-
jiik, akkor a kiilonbség 3-mal nagyobb lesz.

— Ha a kisebbitendé és a kivonandd ugyanannyival, azonos irdnyban val-

tozik, akkor a kiilonbség valtozatlan marad. Példaul:

7 — 3 = 4
$+10 ¢+10
17 - 13 = 4
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Megjegyzés:

Ezt a tulajdonsagot hasznalhatjuk a kiilsnbség kiszamitasanak megkonnyi-
tésére ugy, hogy az egyik szamot kerek tizessé alakitjuk. Példaul ha 97-
bél kell kivonni 59-et, akkor inkabb megnoveljiik mindkét szamot 1-gyel:
97 —-59 =98 — 60 = 38.

1.4.2. A szorzds és az osztis tulajdonsdgai
Feleserélhetoség (kommutativitas)

A szorzds tényezdinek sorrendje felcserélhetd
Ha a szorzast halmazok direkt szorzatanak segitségével értelmezziik, a té-
nyezok felcserélhetdsége kozvetleniil belathatd. Azonban a szorzatot egyen-
16 tagok Osszegeként értelmezve a két tényezd, a szorzé és a szorzandd sze-
repe cltérd. Példaul
3:2=2+2+2
2:3=3+3

A hétkoznapi életben is el6fordul, hogy kiilonbséget tesziink a két szorzas
kozott. Példaul nem mindegy, hogy egy gyogyszerbol naponta 3-szor kell
2 tablettat bevenni, vagy 2-szer 3-at.

Ha a szorzast ismételt &sszeadasnak tekintjiik, akkor a szorzétényezok fel-
cserélhetdségét az elemek sorokba és oszlopokba rendezésével személtethetjiik.
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— A szdges-lyukas tablan kitiiziink 4 sorban soronként 3, azaz 4 - 3 sz0-
get, majd a tablat elforgatjuk 90 fokkal. A szdgek szama nem valtozik,
viszont most 3 sorban 4-4 szdget, azaz 3 - 4-et latunk.

i J

1.38. dbra

(111

Az osztando és az 0szto sorrendje nem cserélhetd fel

Ezt a szorzotényezok felcserélhetbségére a kovetkezoképpen vezethetjiik
vissza. Példaul:

20:2:5=2,mert2-5-2=206s20:5:2=2, mert2-2-5=20.

Csoportosithatosag (asszociativitas)

A szorzds tényezdi tetszolegesen csoportosithatok
A tényezdk csoportosithatosagardl akkor beszélhetiink, ha a szorzétényezok
szama kettonél tobb.

1. példa
Andi és Edit adventi koszorukat készit. Mindketten 3-at készitenek. Hany
gyertyét kell vennitik?

Megoldas
Egy adventi koszortin 4 db gyertya van. Mindketten 3 koszorut készitenek,
igy egy személynek 3 -4 db gyertyara van sziiksége. Mivel azonban ketten
vannak, ezért a 3 - 4 db gyertyabol kétszer ennyi kell, azaz 2 - (3 - 4).

Masik gondolatmenettel:

Mindketten 3-3 koszor(t készitenek, ez 2 - 3 darab. Egy koszorura 4 gyer-
tya keriil, tehat dsszesen (2 - 3) - 4 gyertyat kell venni.

A kétféle okoskodas ugyanarra az eredményre vezet, tehat 2 - (3 - 4) =
=(2-3)-4.
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Az osztds nem asszociativ mijvelet

Az osztasban szerepld tényezdket a szorzastol eltérdéen nem lehet szaba-
don csoportositani, mert megvaltozik az eredmény. Szamitsuk ki példaul a
40 : 10 : 2 osztast kétféle zardjelezéssel: (40:10):2=4:2=2,40:(10:2)=
=40:5=38.

Megjegyzés:

A legtobb esetben az 4tzardjelezéssel kapott osztas el sem végezhetd a
természetes szamok korében. Példaul (20 : 2) : 5 = 2, 4tzardjelezés utan
20 : (2 : 5)-6t kapunk.

A szorzat valtozasai

— Ha megvaltoztatjuk az egyik tényez6t valahanyszorosara, mikdzben a
masikat valtozatlanul hagyjuk, akkor a szorzat is ugyanolyan iranyban
ugyanannyiszorosara valtozik. Példaul:

3 - 4 =12 3 - 4 =12
RS I
9 4 = 36 3 12 = 36
Ha a szorzat egyik tényezojét 3-szorosara ndveljiik, mikdzben a ma-
sik tényez6t véltozatlanul hagyjuk, a szorzat is 3-szorosara né.

— Ha a két tényez6t ugyanannyiszorosara, de ellentétes iranyban valtoz-
tatjuk, akkor a szorzat nem véltozik. Példaul:

6 - 4 =24 Ha az egyik tényez06t 2-szeresére ndveljiik,
i -2 ¢ 12 a masikat pedig felére csokkentjiik, a szorzat
12 2 =24 nem valtozik.

A hanyados valtozasai

— Ha valahanyszorosara (valahanyad részére) megvaltoztatjuk az osz-
tand6t, mikdzben az osztét valtozatlanul hagyjuk, akkor a hanyados
is ugyanannyiszorosara (ugyanannyiad részére) ugyanolyan iranyban
valtozik. Példaul:

100 : 25 = 4 Ha az osztand6t 2-szeresére noveljiik, mi-
¢- 2 ¢ 2 kdzben az osztot valtozatlanul hagyjuk, a ha-
200 : 25 = 8 nyados is 2-szeresére nd.
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— Ha valahanyszoroséara (valahanyad részére) megvaltoztatjuk az osz-
tot, mikozben az osztand6t valtozatlanul hagyjuk, akkor a hanyados
ugyanannyiad részére (ugyanannyiszorosara) ellentétes irdnyban val-
tozik. Példaul:

100 : 5 = 20 Ha az osztot 5-szérosére noveljiik, mikdzben
¢_ 5 #5 az osztandot valtozatlanul hagyjuk, a hanyados
100 : 25 = 4 5-6d részére csokken.

— Ha az osztand6 és az osztd is ugyanannyiszorosara (ugyanannyiad ré-
szére) azonos iranyban valtozik, akkor a hanyados valtozatlan marad.

Példaul:
100 : 20 = 5 Ha az osztand6t és az osztdt 2-szeresére no-
¢- 2 ¢ 2 veljiik, a hanyados nem valtozik.

200 : 40 = 5

1.4.3. Miiveletek sorrendje
Ha egy szamitasi feladatban egynél tobb miivelet szerepel, akkor felmeriil az
a kérdés, hogy a miiveletek milyen sorrendben végezhetdk el.
Ha a feladatban egyfajta miiveletbol tobb szerepel, és ha ezek a miiveletek
— dsszeaddsok vagy szorzdsok, akkor tetszbleges sorrendben
— kivonasok vagy osztasok, akkor balrél jobbra haladva
végezhetok el.

Példaul a 25 + 7 + 18 + 3 = ? kiszamitasanal haladhatunk balrol jobbra, de
az Osszeadas felcserélhetdségét kihasznalva valtoztathatunk is a sorrenden:
25+7+3+18=25+10+18.

A 48 : 3 : 8 = ? kiszamitasa balrdl jobbra haladva: 48 : 3:8=16:8=2.Ha
felhasznaljuk az osztas tulajdonsagai koziil azt, hogy az osztdk sorrendje
felcserélhetd, akkor a miiveletek a kovetkezd sorrendben is elvégezhetok:
48:8:3=6:3=2.

Ha a feladatban a négy alapmiivelet koziil tobbféle is szerepel, akkor bal-
rél jobbra haladva el8szor a szorzasokat és az osztasokat végezziik el, majd
ezt kdvetden ugyancsak balrol jobbra haladva az dsszeadasokat és kivona-
sokat. Példaul:
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18-6+2=12+2=14

12
2+3:6=2+18=20
18
18—677\:77;+3_-ﬁ4—5—2=.&,;3.+12—5—2=15+12—5—2=:£j—2=
3 12 15 27 22
=22-2=20

A zaréjel hasznalata

Elészor mindig a zardjelben 1évd miiveletet végezziik el, ezutan a miiveleti
sorrendnek megfeleléen szamolunk. Péld4ul:
3-2+5)-1=3-7-1=21-1=20.

2+5)

[

7 21

A miiveletvégzés sorrendjének kérdése a 2. évfolyamon keriil el6térbe,
a zarOjelek bevezetésére is ekkor keriil sor. El6szor szoveges feladatokhoz
kotédben, a szoveget kétféleképpen értelmezve mutatjuk meg a zardjel hasz-
nalatat.

A kovetkezd példaban matematikai értelemben nincs sziikség a zarojelre
(nem viltoztatja meg a miiveleti sorrendet), de a szoveg értelmezése szem-
pontjabol a zardjellel hangstulyozzuk, hogy melyik az el8szor elvégzendd
mivelet.

1. példa
Gabinak 43 darab szalvétaja volt. Baratndjétsl kapott még 21-et, de ebbdl
9-et a higdnak adott. Hany szalvétaja van most Gabinak?

Megoldas

A szdveget a torténet szempontjabol értelmezve a kdvetkezd miveletsor
irhato fel: 43 + (21 — 9), hiszen a kapott 21 szalvétabdl adott oda 9-et.
Természetesen ugyanerre az eredményre jutunk, ha el6bb azt szamoljuk ki,
hogy hany szalvétaja lett Gabinak, mieldtt adott volna bel8le a huganak:
43 +21-9. Ebben az esetben nincs sziikség — még az értelmezés miatt sem —
zardjelre, hiszen balrol jobbra haladva kell elvégezni a miiveleteket.
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Nem csak szdvegértelmezési szempontbol van szerepe a zardjelnek az
alabbi példaban.

2. példa

Az osztaly 36 tanuldja koziil 12 kézilabda-, 13 pedig labdaragoedzésre jar.
Mivel a két edzés egy id6pontban van, senki sem jarhat mindkettére. Hanyan
nem jarnak egyik edzésre sem?

Megoldas
Kétféleképpen gondolkodhatunk:

a) A 36 fobol elébb levonjuk a kézilabdazok, majd a focistak szamat:
36 -12-13=24-13=11.

b) E18bb 6sszeadjuk a kézilabdazok és a focistak szamat, majd az 6sszeget
vonjuk ki az osztalylétszambol: 36 — (12 + 13) =36 —25=11. Ebben az
esetben a zardjel elhagyasaval a milveletsor eredménye is megvaltozna:
36-12+13=24+13=37.

A 3—4. évfolyamon tériink ra az Gsszetettebb (t6bb és tobbféle miiveletet
tartalmazd) miveletsorok értelmezésére €s kiszamitasara.

1.4.4. Miiveletek kapcsolata

Mar az egyes miiveletek értelmezésébdl is kitlinik, hogy az Osszeadés €s
kivonas, valamint a szorzas és osztas egymassal szoros kapcsolatban van,
ezért ellentétes milveleteknek vagy egymas inverz miiveleteinek is nevezziik
Oket.

Az Osszeadas és a kivonas kapcsolata
Ha egy szamhoz egy masik szamot hozzaadunk, majd ugyanezt kivonjuk,
magat a szamot kapjuk.

1. példa
Beanak 5 babaja van. Cecil adott neki 2 babat. Késdbb azonban Cecil vissza-
kérte a 2 babat. Hany babaja van most Beanak?

Megoldas
5+2—2=15, igy Beanak ismét 5 babaja van.

Ha egy szdmbol egy masik szamot kivonunk, majd ugyanezt hozzaadjuk,
magat a szamot kapjuk.
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2. példa
Bednak 5 babaja van. Cecilnek adott 2 babat. Kés6bb azonban visszakérte a
2 babat. Hany babaja van most Beanak?

Megoldas
5-2+2=5,igy Beanak ismét 5 babaja van.

Megjegyzések:
— Az utdbbi dsszefiiggést hasznaljuk fel az irasbeli kivonas helyességé-
nek ellendrzésére (lasd 1.3.7. fejezet).
— Hianyos 6sszeadas vagy hianyos kivonds hianyzo tagjat ugyancsak a
két miivelet kapcsolatara épitve szamitjuk ki. A nyitott mondatok meg-
oldasa soran gyakran van erre sziikségiink (lasd 2.2.2. fejezet).

A szorzas és az osztds kapcesolata
Ha egy szamot szorzunk, majd osztunk ugyanazzal a 0-t6l kiilonb6z0 szam-
mal, akkor magat a szamot kapjuk. Példaul: 9-5:5=9.

Ha egy szamot osztunk, majd szorzunk ugyanazzal a szammal, akkor ma-
gat a szamot kapjuk. Példaul: 28 : 4 - 4 =28.

Megjegyzések:

— Az utdbbi dsszefiiggést hasznaljuk fel, az irasbeli osztas helyességének
ellendrzésére (lasd 1.3.9. fejezet).

— Hianyos szorzas vagy hianyos osztas hianyzo tényezdjét ugyan-
csak a két miivelet kapcsolatara épitve szamitjuk ki. A nyitott mon-
datok megoldasa soran gyakran van erre sziikségiink (lasd 2.2.2.
fejezet).

Széttagolhatésag (Disztributivitas)

Eddig csak az azonos rangl miiveletek (6sszeadas és kivonas, illetve szor-
z4s és osztas) kapcsolatat vizsgaltuk meg, most pedig ratériink a kiilonbozd
rangl miiveletek kapcsolatara is. Ezt a miveleti tulajdonsagot disztributivi-
tasnak, azaz széttagolhatosagnak nevezziik.

A szorzds széttagolhato az dsszeaddsra és a kivondsra nézve

Ha a szorzat egyik tényezoje 6nmagaban egy Ssszeg vagy kiilonbség, akkor
ezt a szorzast Ggy is elvégezhetjiik, hogy el6bb minden tagot megszorzunk
a tényezdvel, majd a kapott szorzatok kozott elvégezziik az Osszeadast vagy
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kivonast. Roviden azt mondjuk, hogy 6sszeget vagy kiilonbséget tagonként
lehet szorozni, azaz a szorzas széttagolhatd. Példaul:
(10+8)-5=10-5+8-5,vagy (10—-8)-5=10-5-8-5.

A szorzas tényezdinek felcserélhetdsége miatt a széttagolhatosag akkor is
fennall, ha nem az els6, hanem a masodik tényez6 az 6sszeg vagy kiilonbség.
Példaul:

5-(10+8)=5-10+5-8,vagy 5-(10—-8)=5-10-5-8.

3. példa
Edit viragesokrokat készit. Eddig 7 csokrot készitett, mindegyikbe 2 szal
liliomot és 3 szal gerberat tett. Hany szal viragot hasznalt fel Edit?

Megoldas
Kétféleképpen gondolkodhatunk:
a) Ha egy csokorba 2 + 3 = 5 szal virag keriil, akkor 7 csokorba 7- (2 + 3) =
=7-5=35 szal virag.
b) Ha egy csokorhoz 2 szal liliomot hasznalunk fel, akkor 7 csokorhoz
7 -2 = 14 szalat. Hasonl6an, ha egy csokorba 3 szal gerbera keriil, akkor
7 csokorba 7 - 3 =21 szal. A liliomok ¢és a gerberak szama igy Gsszesen
7:2+7:3=14+21=35.
A kétféle okoskodas ugyanarra az eredményre vezet, azaz 7 - (2 + 3) =
=7-2+7-3.

4. példa

Melyik tobb? Tedd ki a megfeleld relacidjelet!
(110+45)-2 110-4+45-4
3-(230-33) 3-230-33
8-47+8-3 8-(47+3)
49-9 50-9-9
600-5-60 8-60—2-60

Az osztds jobbrdl széttagolhato az ésszeaddsra és a kivondsra nézve

Az osztas nem felcserélhetd miivelet, ezért csak az osztandot cserélhetjitk ta-
gok Osszegére vagy kiilonbségére, azaz az osztas csak jobbrol széttagolhatd.
Példaul: (18+6):6=18:6+6:6,de24: (4+2)#24:4+24:2.

Példaul: (192-12):6=192:6—-12:6,de 180:(6-3)# 180:6—180: 3.

86



Megjegyzések:

— Az osztas jobbrdl vald széttagolhatosaganak (disztributivitasanak) is-
merete igen fontos lesz a késobbi tanulmanyok soran, hiszen ezt a tu-
lajdonsagot hasznaljuk fel az azonos nevezdjii tortek dsszeadasanal és
kivonasanal.

— Gyakori hiba, hogy a széttagolast a fentiektdl eltérd esetekben is al-
kalmazzak a tanulok. A hibakra egy-egy ellenpéldaval hivhatjuk fel a
figyelmet.

— Az 6sszeadas nem disztributiv a szorzasra nézve. Példaul:
6-7N+5#£6+5)-(7T+5), mert (6-7)+5=42+5=47,
viszont (6 +5)-(7+5)=11-12=132.

— A szorzas és az osztas egymasra nézve nem disztributiv. Példaul:
20:5)-4#£@R20-4):(54), mert (20:5)-4=4+4=16, viszont
20-4):(5-4)=80:20=4.

(10-8):2#(10:2)-(8:2), mert (10-8) : 2 =80 :2 =40, viszont
(10:2)-(8:2)=5-4=20.

1.5. A természetes szamok egyszeriibb szamelméleti
tulajdonsagai

1.5.1. Paritds
A paritas az els6 szamelméleti fogalom, amelyet az also tagozaton beveze-
tiink.

Egy természetes szam paros, ha oszthato 2-vel, paratlan, ha nem oszthatd
2-vel. Ez also tagozaton annak eldontését jelenti, hogy a szamot 2-vel osztva
0 maradékot kapunk-e vagy sem.

Mivel az osztast mint miiveletet kétféleképpen értelmezziik (egyenld ré-
szekre osztasként és bennfoglalasként), a paros szam fogalmat is kétfélekép-
pen kozelithetjitk meg.

— Ha az egyenld részekre osztasbdl indulunk ki, akkor azt mondhatjuk,
hogy példaul a 8 azért paros szam, mert a 8 elemii halmazokat fel tudjuk
bontani két egyenld szamossagh részhalmazra.

— Ha a bennfoglalasbdl indulunk ki, akkor pedig azért, mert a 8§ elemi
halmazokat fel tudjuk bontani 2 elemti részhalmazokra (parokra).
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A paritas vizsgalatat a tizes szamk6r megismerésével egy idében elkezd-
hetjiik, annak ellenére, hogy a matematikai hatteret, a maradékos osztast az.
1. évfolyamon még nem tanitjuk. Példak a fenti két megkozelitésre:

— Tudunk-e egy 18 f6s osztalybol két azonos 1étszam csoportot kialaki-

tani?

— Sorba tudjuk-e allitani a 18 f6s osztaly tanuléit kettesével ugy, hogy

mindenkinek legyen parja?

A szinesrid-készlet elemeit is megvizsgalhatjuk aszerint, hogy paros vagy
paratlan szamot jelentenek:

— Ha egy rtd kirakhato két azonos szinii raddal, vagy

— ha kirakhato csupa rozsaszin raddal (egységnek tekintve a fehér kis-

kockat),
akkor paros szamot jelol.

Ha a tanulok mar ismerik az 6sszeadas miveletét, akkor erre tamaszkodva
a szam paritasat aszerint is eldonthetjiik, hogy a szam felirhat6-e

— két azonos szam Gsszegeként,

— olyan Osszegként, ahol az 6sszeadanddk mindegyike 2.

1. példa
Probald kirakni két azonos szinii riddal! Ha sikeriilt, ird a rid ala a kirakas-
nak megfelel6 6sszeadast (a fehér kiskocka 1-et ér)! (1.39. dbra)

1.39. abra

Ha a szamokat elhelyezziik a szamegyenesen, akkor azt latjuk, hogy a pa-
ratlan szamok egyes szamszomszédjai parosak, a paros szamok egyes szam-
szomszédjai pedig paratlanok.

2. példa

Karikazd be a paros szamokat pirossal, a paratlanokat kékkel! Figyeld meg,
hogyan kovetik egymast a szamok! Milyenek a paratlan szamok szamszom-
szédjai? (1.40. dbra)

'
. S e | »

e —— | e
0123 45678 9101M1213141516171819 20

1.40. abra
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A természetes szamok sorat vizsgalva megfigyeljiik, hogy a paros szamok
megkereséséhez elegendd a szamok utolsd szamjegyét vizsgalni, mert a pa-
ros szamok mindig 0-ra, 2-re, 4-re, 6-ra vagy 8-ra végzddnek.

A paros szam fogalmanak kialakitasanal ki kell térnlink arra, hogy a 0
paros szam. Ez elsdsorban azzal magyarazhatd, hogy oszthatd 2-vel, hiszen
2 -0 =0, de alatamaszthaté a 0 = 0 + 0 8sszeadassal, valamint azzal is, hogy
az 1-nek, amely paratlan szam, a 0 szamszomszédja.

1.5.2. Osztok, tobbszorosok, maradékok
A maradékos osztas megismerése utan lehetdségiink nyilik az osztd, tobbszo-
105, k6zds o0szto, kdzds tobbszords, legnagyobb kozos osztd, legkisebb kdzos
t6bbszords fogalmak elékészitésére. Erre a 3-4. évfolyamon keriilhet sor.
Egy természetes szam osztdjan olyan 0-t6] kiilonbszo természetes szamot
értiink, amellyel elosztva a szamot, a maradék 0 lesz, vagy rovidebben: egy
természetes szam osztoi olyan szamok, amelyek a szamban ,,maradék nélkiil
megvannak”.

Megjegyzés:

Fogalmi félreértésre adhat okot, hogy az oszté szot a matematikaban nem
csak a fenti értelemben hasznaljuk. Az osztas miiveletben szerepld szamok
elnevezése osztando, osztd, hanyados és maradék. Az itt szereplo oszto ki-
fejezést bovebb értelemben hasznaljuk, hiszen nem csak a 0 maradékot ado
osztasban beszéliink 0szforol. A tanitas soran tehat kiilonbséget kell tenniink
az osztas mint miivelet és az oszthatosag mint két szam kozott Ertelmezett re-
lacio kozott. Utobbi esetben mindig megnevezziik a két szamot is, tehat nem
azt mondjuk, hogy az 5 egy o0sztd, hanem azt is hozzatessziik, hogy minek az
osztoja. Példaul az 5 osztdja a 10-nek, vagy a 10 oszthato 5-tel.

Egy 0-t0] kiilonbozd természetes szam tobbszordse olyan természetes
szam, amelyet az adott szammal elosztva 0 maradékot kapunk. Példaul a
6-nak tobbszordse a 18, mert 18 : 6 =3, és a maradék 0.

Az osztd €s a tobbszoros fogalmakat, valamint a koztiik 1év6 kapcesolatot
példakkal mutatjuk be. Példaul a 18-nak osztdja a 6, ugyanakkor a 6-nak
t6bbszordse a 18.
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Megjegyzések:
— Egy 0-tdl kiilonb6z6 természetes szamnak véges sok osztdja van, pél-
daul a 18 osztoi: 1, 2,3, 6,9, 18.
— Egy 0-tdl kiilonb6z6 természetes szamnak végtelen sok tobbszordse
van, példaul a 3 tobbszorssei: 0; 3; 6; 9; 12; 15; ...

Egy 0-t6l kiilonb6z6é természetes szam primosztéinak meghatarozasat
(primtényezds felbontasat) alsé tagozaton a kovetkezoképpen végezhetjiik:

Az adott szamot fagrafos elrendezésben két 1-td1 kiilonbodzo szam szorza-
tara bontjuk, majd a kapott szorzétényezoket ugyancsak két-két 1-tol kiilon-
b6z0 szam szorzatara. Az eljarast mindaddig folytatjuk, mig talalunk 1-t6l
kiilonbdzd szorzotényezot.

1. példa
Tanulmanyozd a rajzot, majd készitsd el a 60-nak mas felbontasat is! (1.41.
abra)

A 60-hoz t6bbféle agrajz készitheto, attdl fliggden, hogy egy-egy lépésben
melyik kéttényez6s szorzatot valasztjuk (amennyiben tobb is van). A graf
levélelemei a szam primosztdi lesznek. A kiilonbozo felbontasok ugyanazok-
hoz a levélelemekhez vezetnek, csak a sorrendjiikben lehet eltérés.

Ezzel az eljarassal a szamelmélet alaptételének allitasat tamasztjuk ala:
egy Osszetett szam a tényezdk sorrendjétél eltekintve egyértelmiien felbont-
hat6 primtényezok szorzatara.

Természetesen a primszam fogalma nem alsé tagozatos tananyag, de kii-
16nboz6 feladatszituaciokban felfedeztethetjiik a tanuldkkal azt, hogy van-
nak olyan szamok, amelyeknek csak 2 osztdja van: 1 és nmaga.

Egy szam osztoit tehat probalgatassal, illetve kéttényezOs szorzatokra
bontassal kereshetjik meg, de a szinesrrid-készlet is alkalmas az osztok
megallapitasara.

2. példa

Szényegezd a lila, majd a citromsarga rudat azonos rudakkal, tobbfélekép-
pen! Jegyezd le szorzassal a kirakasokat! (A fehér kiskocka 1-et ér.)
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Megjegyzés:

Az egyes sorok szine az adott radnak megfeleld szam oszt6it mutatja, a so-
rok szama pedig az osztok szamat. (1.42. dbra) Felfigyelhetlink itt is arra,
hogy vannak olyan rudak, amelyek a fenti modon csak a fehér kiskockaval
és sajat magukkal rakhatok ki (primszamok).

60 L
A VK VK
10 6
i | [~ R - &
2 5 2 3

1.41. dbra 1.42. abra

Két vagy tobb szam kozos osztoin azokat a szamokat értjiik, amelyek
mindkét szamnak osztoi (mindkét szamban ,,megvannak maradek nélkiil”).
A k6z6s osztok koziil kivalasztva a legnagyobbat, kapjuk a legnagyobb ko-
zis osztot. Példaul:

al2osztéi: 1,2,3,4,6,12;
al8osztoi: 1,2,3,6,9, 18;
koz8s osztok: 1, 2, 3, 6.

A 12 és a 18 legnagyobb kozds osztdja a 6.
Megjegyzés:

Megallapithatjuk, hogy a legnagyobb k6zos osztonak az dsszes tobbi kozds
0sztd osztoja.
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3. példa
Helyezd el 0-t6l 30-ig a szamokat a halmazabraban! (1.43. dbra) Melyek
azok a szamok, amelyek

a) a 24-nek és a 15-nek is oszt61?

b) a 24-nek osztoi, de a 15-nek nem?

A 24 0521617 A 15 052161

1.43. dbra

Két vagy t0bb szam kozos tobbszérdsén olyan szdmot értiink, amelyik
mindkét szimnak tobbszorose. A kozds tobbszorosok koziil a legkisebb
0-tol kiilonbdzot nevezzilk a két vagy tobb szam legkisebb kozds tobbszo-
rosének.

Megjegyzések:
— A0 kizarasa azért indokolt, mert egyébként barmely két szam legkisebb
k6z6s tobbszorose a 0 lenne. Példaul:
a 12 tobbszorosei: 0, 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, ...
a 18 tobbszorosei: 0, 18, 36, 54, 72, 90, ...
k6z06s tobbszorssok: 0, 36, 72, ...
A legkisebb ko6z6s tobbszoros: 36.
— A legkisebb k6zds tobbszords osztdja a tobbi kozds tobbszorosnek.

A maradékos osztas megtanitasa utan kézenfekvd az osztasi maradékok
vizsgalata.

Ha egy természetes szamot 0-t6l kiilonboz6 természetes szammal osztunk,
akkor a lehetséges maradékok szama megegyezik az osztdval, a legnagyobb
maradék pedig 1-gyel kisebb annél. Példaul a 3-mal val6 osztas lehetséges
maradékai: 0, 1, 2. A természetes szamok mindegyike besorolhaté a fenti
3 maradékosztaly valamelyikébe.
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Az egy maradékosztalyba tartozd szamokat névekvé sorrendbe allitva
olyan szamtani sorozatot kapunk, melynek kiilonbsége az adott szam. Pél-
daul a 3-mal osztva 1 maradékot ado szamok sorozata: 1, 4, 7, 10, 13, ...

4. példa
Szinezd ki a mezoket a szamtablazatban! | 5 3 4 5 6 7 8 9 10
a) Kékre szinezd, ha a szdm 3-mal |1 15 3 14 15.16 17 18 19 20°
osztva 0 maradékot ad! 21 2223 24 25 26 27 28 29 30’

b) Pirosra szinezd, ha a szdm 3-mal 3132 33 34 35 36 37 38 39 40
osztva 1 maradékot ad! :

o ‘ ) 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50.
¢) Sargara szinezd, ha a szam 3-mal

7tva 2 dékot ad! 51 52 53 54 55,56 57 58 59 60
0§ a <2 maradekKot ad:
6162 63 64 65 66 67 68 69 70

7172 73 74 75 76,77 78 79 80
81 82.83:84 85 86 87:88 89 90
91,92 93 94 95 96 97 98,99 100;

Megjegyzés:

A szamtablazatok hasznalata vizualisan
is segit a szamelméleti tulajdonsagok
felismerésében.

5. példa

Szinezd ki a koréket, ha felismertél valamilyen szabalyt! Milyen szinii lesz a
20. kor? Hanyadik lesz a sorban az els6 teljesen piros kor? (1.44. dbra)

EEEBEIEIEIEIEEND

1.44. dbra

Megjegyzés:

A feladattipus a jelsorozatok (lasd 5.3.1. fejezet) képzésén t(l a szamelméleti
fogalmak alapozasat is segiti. A képzési szabaly szerint az als6 harmadban
minden masodik, a jobb oldaliban minden harmadik, a bal oldaliban min-
den negyedik tag szine lesz azonos. Ennck megfeleléen a tagok a 2, a 3 és
a 4 legkisebb kozos tobbszirosének, azaz a 12-nek megfeleld periodussal
ismétlodnek. A tagok sorszamabdl Ggy tudjuk meghatarozni az egyes részek
szinét, hogy megvizsgaljuk az osztdsi maradékokat. Példaul a 20. tagban az
als6 harmad ugyanolyan szinii, mint a 2. tagban, azaz sarga, mert a 20 2-vel
osztva ugyantigy 0 maradékot ad, mint a 2. Hasonléan a jobb oldali harmad
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szine megegyezik a 2. tag szinével, azaz sarga, mert a 20 3-mal osztva 2
maradékot ad. Végiil a bal oldali harmad szine azért lesz zold, mert a 20
oszthat6 4-gyel, csakligy, mint a 4.

1.5.3. Elemi oszthatosdgi szabdlyok

Oszthatosagi szabalyokon olyan ,,mddszereket” értiink, amelyek segitsé-
gével egy adott szamrdl anélkiil donthetjiik el, hogy oszthaté-e egy masik
szammal, hogy ténylegesen elvégeznénk az osztast. Természetesen fontos
szempont az is, hogy a ,,médszer” ne legyen bonyolultabb, mint maga az
osztas.

Az ismert oszthatosagi szabalyok koziil alsé tagozaton a 2-vel, 5-tel,
10-zel val6 oszthatdsagi szabalyokat fedeztetjiik fel, illetve megemlithetjiik
a 3-mal €s 9-cel vald oszthatdsag szabalyat.

Egy természetes szam akkor oszthatd 2-vel, 5-tel vagy 10-zel, ha utols6
szamjegye oszthatd 2-vel, 5-tel vagy 10-zel. Tehat a szam akkor oszthat6
2-vel, ha péros szdmra, 5-tel, ha O-ra vagy 5-re, 10-zel, ha 0-ra végzddik.
A szabélyok felfedezése a 2. évfolyamon a szorzotablak tanitasaval és 6sz-
szevetésével pArhuzamosan torténik. A szabalyok kiterjesztésére 100-nal na-
gyobb szamokra a 3—4. évfolyamon keriil sor.

1. példa
A 20, 35, 46, 50, 120, 124, 133, 245, 300 szamok koziil valaszd ki a 10-zel,
majd az 5-tel, végiil a 2-vel oszthatokat!

Egy természetes szam akkor oszthato 3-mal vagy 9-cel, ha szimjegyei-
nek dsszege oszthatd 3-mal vagy 9-cel. Ezeket az 6sszefliggéseket nehezebb
¢szrevenni. 2. évfolyamon a 9-es szorzdtabla tanitasanal figyelhetnek fel a
tanulok arra, hogy a 9-cel oszthaté szamokban a szamjegyek dsszege mindig
9(1+8=2+7=3+6=4+5=5+4=6+3=7+2=8+1=9+0=9).A sza-
balyok kiterjesztése a 3-as és a 9-es szorzdotablaban nem szerepld szamokra
talmutat az alsé tagozatos tananyagon. Tekintettel arra, hogy maganak a sza-
balynak az alkalmazasa nem nehéz, mégis célszer(i iranyitottan felfedeztetni
az Osszefliggést.

2. példa

Alkoss 3 jegyli szamokat a 2, 3, 7 szamkartyakbol! A kapott szamok mind-
egyikét oszd el 3-mal. Mit tapasztalsz?
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3. példa
Toltsd ki a tablazatot! Mit figyelhetsz meg?

szam 230 546 603 471

a szam 3-mal valo
osztasi maradéka
szamjegyeinek 0sz-
szege

a szamjegyek Osz-
szegének 3-mal vald
osztasi maradéka

Megjegyzés:

A szamelméleti tulajdonsagokat alsd tagozaton a teljesség igénye nélkiil
vizsgaljuk. Tudataban vagyunk annak, hogy az itt bevezetésre keriil fogal-
mak a spirdlis tananyag-felépitésnek megfelelden a kévetkezd években ujra
elokeriilnek, folyamatosan béviilnek és mélyiilnek.

1.6. A természetes szam fogalmanak bovitése: az egész szam
fogalmanak alakitasa

A szamkorbovités elnevezést az alsd tagozatos matematikatanitasban kettés
értelemben hasznaljuk. Ertjiik alatta egyrészt a természetes szamok évfolya-
monként névekvo terjedelmét (linedris szamkdrbdvités), masrészt a negativ
egészekkel és a tortekkel valo bovitését (strukturdlis szamkorbdvités). Ez utdb-
bi értelemben a természetes szamkor bévitéséhez érdemben a 3. évfolyamon
célszerii hozzakezdeniink, amikor a tanulok természetesszam-fogalma a 100-
as szamkorben szilardnak mondhatd, és megfeleld jartassaggal rendelkeznek
az alapmiiveletek végzésében. Ez természetesen nem zarja ki, hogy a gyerekek
mar korabban is tudjak, hogy példaul a minusz 15 °C nagyon hideget jelent,
hogy egy negyed pizza az mekkora, és igy tovabb. Az 1-2. évfolyamon esetle-
gesen felmeriil6 problémakhoz képest a negativ szamok és a tortszamok fogal-
mi el6készitésére a 3. és 4. évfolyamon Iényegesen t5bb idot kell forditanunk.

Tekintettel arra, hogy negativ tortszamokat alsé tagozaton nem tanitunk,
ezért az elmélettd] eltérden nem az egész szamkort bovitjilk tovabb, hanem
a természetes szamokbdl kiindulva egyfeldl a negativ egészeket, masfelsl a
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pozitiv tortszamokat vezetjiik be. A természetes szamok két iranyban t6rtén6
bovitése — tanitasi szempontbdl — tehat két, egymastol fiiggetlen folyamat:
(1. 45. abra)

POZITIV
TORTEK

TERMESZETES
SZAMOK

1.45. abra

Also tagozaton a negativ egészek €s a toitek bevezetésekor egy szemlé-
letes, tapasztalati utat kovetiink. Az 10, korabban még nem ismert szamokat
tartalommal ruhazzuk fel, a valésagban is létez6 allapotokhoz, helyzetekhez,
valtozasokhoz rendeljiik 6ket hozza, és a veliik valé miiveletvégzést tevé-
kenységgel is kovetjilk. A szemléletes 1t alsé tagozatos bejarasaval készit-
hetjiik el6 a szamkorbovitési problémak — 1ényegesen magasabb absztrak-
cios szintet igénylo — fels6 tagozatos targyalasat.

Mindkét szamkorbovités tanitasakor alapvetben az alabbi idérendet cél-
szerl kdvetni:

— fogalomalkotas induktiv modon,

— jelolés megismerése,

— tanuldi tevékenységek a fogalom hasznalatara (negativ egésszel, illetve
tortszammal megadhato allapotok, mennyiségek, valtozasok, helyzetek
eloallitasa),

— az 0j szamokkal bovitett szamhalmaz elemeinek nagysag szerinti 6sz-
szehasonlitisa, rendezése,

— tevékenységgel kisért miivelet-elokészités a bovitett szamhalmazban az
Osszeadasra €s a kivonasra vonatkozdan.

Tantargypedagogusok kérében nem eldontott kérdés, hogy a tanuldk tébb-
ségének melyik szamkorbovités jelent komolyabb problémat. Mivel isme-
retelsajatitasi szempontbol egyik sem épiil a masikra, ezért a tanitds soran
—a 3. és a 4. évfolyamon hasznalt tankonyvek ajanlasat is figyelembe véve —
szabadon valaszthatjuk meg a bovitések id6beli sorrendjét. Szaktudomanyi
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szempontbol az egész szamkor értelmezése térténik korabban (N — Z, majd
Z — Q), ezért konyviinkben is ezt az idérendet kovetjiik.

1.6.1. A negativ szamok bevezetése
A természetes szamokat tobbféle értelemben, kiilonbz6 jelentéstartalommal
hasznaljuk (lasd 1.1.2. és 1.1.4. fejezetek).

A negativ szamok funkcidja mas: olyan allapotokhoz, helyzetekhez ren-
delhetjiik 6ket hozza, amelyek kétiranyn valtozasok vagy mozgasok ered-
ményeképpen johetnek Iétre, és természetes szammal csak koriilményesen
adhatok meg. Ha példaul a szamegyenesen az 1-rél indulva 4-et 1€piink
egyesével balra, akkor a 0-tdl balra 3 egység tavolsagra jutunk. Ezt révideb-
ben ugy fejezhetjiik ki, hogy a —3-ra érkeziink. Ha 1 °C-rdl 4 °C-ot csokkent
a homérséklet, akkor egyszeriibb azt mondani, hogy most —3 °C van (3 °C
hideg helyett).

A negativ szamok hasznalata a gyakorlati életben, a kdznyelvi szohaszna-
latban is elterjedt. A fagypont alatti homérsékleti értékek megadasan kiviil
alkalmas példaul vallalkozasok veszteséges mérlegének, de az elad6sodas
mértékének jellemzésére is. A labdajatékokban a negativ golkiilonbség kife-
jezést hasznaljak, ha tobb a kapott gélok szama.

A 3. évfolyamon a negativ szamok bevezetésére harom alapveté megko-
zelitést javaslunk. Ezeket a javaslatokat a tanitas soran ne csak alternativ
modon vegyiik figyelembe, hanem lehetdség szerint mind a harmat kelld
részletességgel dolgozzuk is fel!

Hoémérsékletmérés

A levegd, a viz, a talaj, az emberi test hémérsékletének mérésére kiilonbozod
homéroket hasznalunk. A homérséklet egyik, Eurdpaban hasznalatos mér-
tékegysége a Celsius-fok (jele: °C). A Celsius-skala két alappontja a 0 és a
100. 0 °C-on a viz megfagy, 100 °C-on pedig forr.

A fagypont alatti hdmérsékletek mérészamanak jel6lésére negativ eldjel-
lel ellatott szamokat vezetiink be. (A kdznyelv hasznalja még az 1, 2, 3, ...
fok hideg kifejezést is.)

Amerikaban a homérsékletet Fahrenheitben mérik. A két hémérsékleti
skala atvaltasi szabalya: f=9-¢: 5+ 32, ahol fés ¢ az egymassal ekvivalens
(Fahrenheitben, illetve Celsiusban kifejezett) homérsékleti értékek.
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Megjegyzések:

— A homérsékletmérést a negativ homérsekleti értékek természetes elo-
fordulasa miatt a téli honapokban célszerii tanitani.

— A negativ szamok el6jelét also tagozaton még ajanlatos megkiilonbdz-
tetni a kivonas jelétdl. A 71, 72, 73, ... mérészamok nem elvételre, ha-
nem a fagypont alatti hémérsékletekre utalnak, ezért ez a jeldlésmod
szerencsésebbnek tiinik a —1, -2, -3, ... jelclésnél.

A hémérsékletmérés tanitasakor mutassunk a gyerekeknek kiilonb6zd
hémérdket (lazmérdt, szobahbmérot, folyadék- és talajhdmérot)! Beszél-
gessiink arrol, hogy melyiket hol és hogyan hasznaljak! Olvastassuk le a
tanterem és a kiils6 levegd hdmérsékletét, mérjiikk meg egy tanuld testhémér-
sékletét, a viz koriilbeliili forras- és fagyaspontjat (forrasban 1évo viz, illetve
poharba tett jégkockak segilségével)!
tagozaton nem tudunk érthetd magyarazatot adni. Mindenesetre szoktassuk
hozza a gyerekeket ahhoz, hogy a homérséklet megadasakor a mérészam-
hoz — mint minden mérésnél — tegyék hozza a Celsius-fokot. Példaul a kiilsé
levegd hémérsékletének kifejezése szoban: minusz két Celsius-fok, irasban:
—2°C.

Fedeztessiik fel a homérdnek azt a tulajdonsagat, hogy a homérséklet
emelkedésekor (csokkenésekor) a higanyszint is foljebb (lejjebb) keriil. Be-
sz¢ljiik meg, hogy mi torténik, ha példaul 4 °C-rol 1 fokonként csokken a
hémérséklet. Hazi feladatként végeztessiink méréseket otthon, figyeltessiik
meg a meteorologiai elérejelzést a kdvetkezd néhany napban!

1. példa

Végezz méréseket otthon! ird a vonalakra a hianyzo hémérsékleti értékeket!
Hany °C varhaté ma éjszakara €s holnap napkozben? Hallgasd meg a téve-
ben az iddjaras-jelentést!

Hany °C van a szobadban?

Mennyi a kiilso levegd homérséklete?

Hany °C van a hiitészekrény belsejében?

Hany °C van a mélyhttében?

Mennyi a testhémérsékleted? Nem vagy lazas?
Ma éjszaka varhato.
Holnap napkdzben koriilbeliil lesz a homérséklet.
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Valodi vagy jaték hémérérél olvastassuk le a hdmérsékleteket, és forditva:
Jeloltessiik be a ,,higanyszintet” a megadott hdmérsékletek alapjan!

2. példa
Hany °C-ot mutatnak a hdmérék? ird a hémérsk ala! Jelsld a megadott ho-
mérsékleteket a higanyszal berajzolasaval! (1.46. dbra)

—9°C 23°C —-17°C

1.46. dbra

Olyan feladatot is adhatunk a tanuléknak, amelyben tdbb h6mérsékleti
értéket kell megadni.

3. példa
Hany °C lehet a hdmérséklet (h), ha

a) Melegebb van 2 °C-nal, de hidegebb van 7 °C-nal. <h<

b) Hidegebb van 3 °C-nél, de melegebb van 73 °C -nal. <h<

c¢) Melegebb van ~6 °C-nal, de nincs melegebb 0 °C-nal. <h<_
Megjegyzés:
Mielétt ismertetnénk a feladatot, beszéljiik meg, mit jelentenek a ,,melegebb,
mint ...”, ,,nincs melegebb, mint ...”, hidegebb, mint ...”, ,,nincs hidegebb,

mint ...” kifejezések. Ezek értésérl bizonyosodhatunk meg, ha a feladathoz
hasonlé megfogalmazasban kérjitk a tanuldktol, hogy becsiiljék meg a hé-
mérsékletet az osztalyteremben, illetve odakint.
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A hémérséklet valtozasaval kapcsolatos feladatok
feldolgozasahoz (tanulénak és tanitonak) egyarant
segitséget jelent egy kartonbol készitett hdméro-
modell. Kétféleképpen is készithetiink ilyet. (1.47.
abra)

A bal oldali képen a higanyszalat az egyik felén
megfestett szélesebb gumiszal helyettesiti, amely-
nek két végét a vastagitott helyeken atfiizziik, majd
a hémérd hatsé oldalan szorosan Osszekotjiik.
A jobb oldali kép egy ,tologathaté” modellt mu-

1.47. ébra tat, amelynél a higanyszal egy kartoncsik. Ezekkel

a modellekkel nemcsak az aktualis hémérsékletet

allithatjuk be, hanem a gumikarika, illetve a papircsik mozgatasaval a ho-
mérséklet-valtozast is szemliéltetni tudjuk.

Egy példa, amelynek tanuldi megoldasanal a homéromodell jo szolgélatot
tehet:

4. példa

Mennyi volt, hogyan valtozott, és mennyi lett a homeérséklet? Toltsd ki a
tablazatok hidnyzo6 részét! (1 : emelkedett a hémérséklet, |: csékkent a ho-
mérséklet)

a) b)

Ennyi fgy Ennyi Ennyi igy Ennyi
volt valtozott lett volt valtozott lett
0°C l ]| 4°C 0°C 6 °C

2°C l | 5°C “1°C 5°C
9°Cc [ 1] 6°C | I 2°Cf_—3°C

3°C T [11°C 1T | 4°C 2°C
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Megjegyzés:

Problémat az utdbbi feladatban csak a b) tablazat két utolsd soranak kitdltése
Jelenthet. Ismertessiik fel, hogy az eredeti hémérsékletekhez a jelenlegi alla-
potokbdl kiindulva ellentétes iranyh valtozassal juthatunk el.

Készpénz, adossag, anyagi helyzet
Ha készpénzzel (vagy bankbetéttel) rendelkeziink, de tartozasunk nincs, akkor
anyagi helyzetiinket pozitiv szammal jellemezhetjiik. Ha viszont nincs pénziink,
és ezért kolesont vesziink fel, akkor hianyunk (tartozasunk, adossagunk) kelet-
kezik. Ebben az esetben anyagi helyzetiinket negativ szimmal fejezhetjiik ki.
Altalaban is igaz, hogy az anyagi helyzeteta készpénz és az addssag egyiit-
tesen hatarozza meg. Példaul 2000 Ft készpénz és 10 000 Ft addssag esetén
anyagi helyzetiink ,,mérlege”: ~8000 Ft. Ha t6bb (kevesebb, ugyanannyi) a
készpénziink, mint az addssagunk, akkor anyagi helyzetiinket pozitiv (nega-
tiv, nulla) szammal tudjuk szamszeriisiteni.

Megjegyzés:

Az iskolai szohasznalatban az anyagi helyzet helyett a vagyoni helyzet ki-
fejezés terjedt el. A vagyon azonban tagabb értelmii fogalom, egyéb dolgok
(ingatlanok, értéktargyak) is beletartoznak, ezért inkabb az anyagi helyzet
kifejezést tartjuk helyesebbnek.

A tanulok mér a szamkorbovitések elétt hozzaszoktak a jaték pénzek haszna-
latidhoz. A korbe (korlapra) irt szam mindig készpénzt jelentett. (1.48/a dbra)

® ® 6@
} : ; t

1Ft 2 Ft 5 Ft 10 Ft 100 Ft
1.48/a dbra

A tartozast, az adossagot szintén targyiasithatjuk az un. adéssigcédulak be-
vezetésével. A cédulara (rajzos megjelenitésnél a téglalapba) irt szam azt mu-
tatja meg, hogy mennyivel tartozunk, mennyi az adéssagunk. (1.48/b dbra)

(] [=] [31 [0]  [100]
A !

“1H 2 Ft S5k 10 Ft ~100 Ft
1.48/b dbra
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Példaul 3000 Ft adossag az anyagi helyzetiinkh6z 3000 Ft-tal jarul hoz-
za. A negativ szamok hozzarendelését kezdetben kapcsoljuk 6ssze kdleson-
rél, hitelrdl, adossagrol, tartozasrol sz616 feladatokkal:

5. példa
Ottonak egy 500 Ft-os konyvet kell megvasarolnia, de csak 300 Ft-ja van.
Mit kell tennie? Milyen lesz az anyagi helyzete a vasarlas utan? Szammal
add meg!

Jaték pénzek és adossageédulak hasznalataval magyarazzuk el, hogy anya-
gi helyzetiinket milyen mddon szamszeriisithetjiik a legegyszeriibben. Eh-
hez azt az egyszeri tényt kell megérteniiik a gyerekeknek, hogy valamennyi
készpénz és ugyanannyi adossag egyiitt 0 Ft-ot ér, mert 1 Ft addssagot 1 I't
készpénzzel tudunk kifizetni. (1.49/a, b dbra)

1.49/a abra

A bal oldali persely tartalma 2 Ft készpénzzel helyettesithetd, a persely sze-
rinti anyagi helyzetiink: 2 Ft.

1.49/b dbra

Most a bal oldali persely tartalma 3 Ft addssaggal helyettesithet6, a persely
szerinti anyagi helyzetiink: 73 Ft.

6. példa

Szamolj, rajzolj! Andreanak 110 Ft készpénze és 250 Ft tartozasa volt. Hany
Ft-ot gyiijtott, ha a tartozasat megadta, és még egy 80 Ft-os hajgumit is tudott
vasarolni?
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Megoldas
a) Szamolassal, 2 1€pésben:
250 Ft— 110 Ft = 140 Ft (ennyi volt a tartozasa)
140 Ft + 80 Ft = 220 Ft (ennyit kellett gyiijtenie 6sszesen)
b) Szemléltetéssel (1.50. abra):

MOLT; GYUJT(")TT:
9 @ (30) (0

1.50. dbra

Gyakoroltassuk az anyagi helyzetek megallapitasat és el6allitasat szamlak kifi-
zetésével, vasarlassal, kolcsonfelvétellel kapesolatos feladatok megoldasaval! Fe-
deztessiik fel a tanulokkal, hogy ugyanazt az anyagi helyzetet (egész szamot) tGbb-
féleképpen is megadhatjak (felirhatjak két természetes szam kiilonbségeként)!

A manipulacid, a készpénz és az addssag targyiasitasa a megértés szem-
pontjabdl fontos, ezért engedjiilk meg minden olyan esetben, amikor azt
igénylik a tanulok.

7. példa

Anyagi helyzeteket soroltunk fel:

SFt 10Ft 720Ft 20Ft "30Ft OFt 750Ft 100 Ft 7150 Ft
Karikazd be azokat, amelyek készpénzt jelentenck! Huzd ala azokat, ame-
lyek addssagra utalnak!

8. példa
Mennyit ér a zsebben talalhaté készpénz és adossag dsszesen? Ird a zseb ala!
(1.51. abra)

L}
1
]
L ]
L
.
L]
)
O |
/A
4

1.51. dbra



Megjegyzés:

Adjunk olyan feladatot is a tanuloknak, amelyben nem az anyagi helyzet
megéllapitasa, hanem annak tSbbféle eldallitasa a cél! Ez a fajta kétirany(-
sdg analog a 2. feladatban megfogalmazott tevékenységekkel.

9. példa
Rajzolj hozza annyit, hogy a megadott ,,vagyon” legyen a keretben! (1.52. dbra)

vagyon: 4 Ft vagyon: ~3 Ft vagyon: 0 Ft vagyon: ~100 Ft

-

.......................

R

rrrr

s e .-

e L L T

by - -~ - - -

volt: l:lFI volt: l:’Ft volt: DFt volt: DFt

hozzatettem: l__—, Ft hozzatettem: [:] Ft  hozzétettem: |:| Ft  hozzatettem: l:] Ft

1.52. dbra

Mozgas a szamegyenesen

A negativ egész szamokat bevezethetjilk a szamegyenesen torténd mozgas-
sal kapcsolatos feladatokkal is. Ha példaul egy kartonbdl kivagott kisauto
egy pozittv szam folott all, és jobbra nézve tSbb egységet tolat, mint amelyik
szam fol6tt all, akkor a 0-tdl balra fog érkezni.

10. példa
Jelold szinessel a kisautd érkezésének helyét a szamegyenesen!

6 egységet tolatott. (1.53. dbra)
o0

0123456789

1.53. dbra

Megjegyzés:
A negativ szamok bevezetését ebben a modellben azzal indokolhatjuk, hogy
a kisauto helyét szammal szeretnénk megadni akkor is, ha a 0-td] balra he-
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lyezkedik el. A szimegyenesen a rovatkak ala beirhatjak a tanulok a hianyzo6
szamokat a 0-tol balra egyesével haladva. Maguktdl is rajohetnek a szamel-
helyezésekre, ha emlékeztetjiik ket egy elforgatott hdmérdre.

A negativ szamok szamegyenesen elfoglalt helyének ismeretében mar 6sz-
szetettebb feladatot is kitfizhetiink a kisauté mozgasaval kapcsolatosan:

11. példa
A kisauté mindig jobbra nézzen! Mozgasd a szamegyenesen, a tablazatban
leirtak szerint! Oszloponként haladj a hiAnyzo szamok beirasaval! (1.54. abra)

>

~1079~8~7 6543210123456 7 8910

Ezen a helyen allt 0[2]0[3]0]|71|0(S5
Ennyit haladt elére | 5 | 9 10| 2
Ennyit tolatott haitra 517 518
[de érkezett 413 (788|716 |72 4|77
1.54. ébra
Megjegyzés:

A tablazat 9—12. oszlopanak hianyz6 szamaihoz agy juthatnak el kénnyen a
tanuldk, hogy az érkezés helyétdl kiindulva a megadotthoz képest ellenkezd
irAnyban, de ugyanannyi egységgel mozgatjak a kisautot.

A negativ egész szamok bevezetésére a harom ismertetett modellen kiviil
természetesen mas lehetdség is kinalkozik. Példaul a fuiggoleges iranyt moz-
gas (kozlekedés lifttel, mozgas a 1étran) allomasainak (szintek, 1épcséfokok)
jelolésére szintén hasznalhatunk negativ szamokat.

Fontos hangsulyoznunk, hogy a 0 se nem pozitiv, se nem negativ szam.
Az egész szamok halmazabraban torténd elhelyezésénél gyakran el6forduld
hiba, hogy a tanulok a 0-t a pozitiv és a negativ szamok halmazanak k6z0s
részébe (a metszetbe) irjak. A 0 helye a két halmazkarikan kiviil van, a met-
szetbe viszont egyetien szam sem kertilhet.
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1.6.2. Egész szamok rendezése
Az egész szam fogalmanak kialakitasihoz a negativ egészek értelmezésén
til az egész szamok nagysag szerinti dsszehasonlitisa, ndvekvé és csokke-
no rendezése is hozzatartozik. Elkeriilhetjiik, illetve cs6kkenthetjitk a hibas
analogiak (példaul 7> 5 — 77 > 75) alkalmazasat, ha az ilyen feladatoknal
kezdetben nem vonatkoztatunk el a szamok jelentéstartalmatdl.

Elszor tehat ne szamokat, hanem hdmérsékleti értékeket, anyagi helyze-
teket ¢s a kisautd érkezési helyeit hasonlitsak 6ssze a tanulok.

A hémérsékleti értékek ndvekvd rendezésekor az van elébb, amelyik hi-
degebbet jelent.

12. példa
Huzd ala a kettd koziil a megfelelé hdmérsékletet!
a) Melyik jelent hidegebbet? b) Melyik jelent melegebbet?
3°C 13 °C eC 5°C
—8°C “9°C 16°C "~ 16°C
2°C T 12°C 0°C 21 °C
—10°C 0°C “15°C T4°C
13. példa

Allitsd nvekvé sorrendbe a hémérsékleteket! A leghidegebbel kezdd!
23°C, 725°C, T11°C, 3°C, T9°C, 12°C, T 19°C, 35-°C,
“3°C, 7°C, 0°C

Az egyetlen szammal kifejezett anyagi helyzetek 6sszehasonlitisakor a
negativ értékek egymashoz viszonyitasa okozhatja a f6 problémat. Az ilyen
értekek novekvd rendezésekor az keriil el6bbre, amelyik kedvezétlenebb
anyagi helyzetre, nagyobb addssagra utal.

14. példa
Fejezd ki egyetlen szammal, majd hasonlitsd ssze a gyerekek anyagi hely-
zetét! (<, =, >) (1.55. dbra)

L}
L}
.
.
.
.
L]
L]
L]
i
a




15. példa
Rendezd sorba az anyagi helyzeteket! A legrosszabb anyagi helyzettel kezdd

a felsorolast!
1Ft 10Ft ~8Ft SFt ~1F OFt “40Ft 70Ft “10Ft

Megjegyzés:

Az egész szamok rendezése (a hdmérsékleti értékek és az anyagi helyzetek
osszehasonlitdsa utin) varhatéan mar nem okoz problémat a tanuloknak. En-
nek ellenére sziikség esetén hasznalhatjak a szamegyenest.

Sorozatokkal kapcsolatos feladatokkal szintén tovabb mélyithetjiik az
egész szamok kozotti eligazodasukat.

16. példa

Folytasd a szamsorozatot, ha felismerted a szabalyt!

Q) 11, 9, T, ity ciiny cerny areny ey eeeny aany s iy WSy A S
B) T13,7T10, T, ity ceity ciny creny crees weeny neeny eoig GnmmgTEsesyEE G SR
) 0, 2,7TL, L, T2, i iy aeeny e cenny oo i SRR
Megoldas

A c¥) feladatrészben egy valtakozo differencidja (+ 2, — 3) szamsorozat sze-
repel. Ennek megfelelden (szamegyenes segitségével) a megoldas:
0, 2, 71, 1, 72, 0, 73, 71, 4, "2, 75, 73, 76, 4, 7

1.6.3. Az dsszeadds és a kivonds elokészitése az egész szamkirben

4. évfolyamon az egész szamok korében szerzett 3. évfolyamos tapasztalatok
felelevenitése utan (vagy azzal parhuzamosan) megkezdhetjiik az 6sszeadas
és a kivonas el6készitését. Valoban csak eldkészitésrdl lehet sz6, nem pedig
a felsd tagozatos formalis miiveletvégzési algoritmusok elérehozatalarol.

Tevékenységgel kdvessiik nyomon a hdmérséklet, illetve az anyagi hely-
zet valtozasat! A miivelettel torténd lejegyzést nem varjuk el az also tagoza-
tos tanuloktol, elegendd, ha szavakban meg tudjak fogalmazni a valtozast.
A kovetkezd példakban a miiveletek felirasat kérd utasitasokat *-gal jeloltiik,
utalva arra, hogy ezek kiegészit6 anyagként tekintendok.

A hdmérsékleti valtozasoknal a homérséklet emelkedését dsszeadassal,
csokkenését kivonassal irhatjuk le. Ezeknél a miiveleti lejegyzéseknél nega-
tiv érték hozzaadasa vagy kivonéasa nem forduthat el6, hiszen a ndvekedés €s
a csOkkenés mértékét is pozitiv egész szammal adjuk meg.
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17. példa

Mennyi volt, hogyan valtozott és mennyi lett a hdmérséklet? (1.56. dbra)
a) Toltsd ki a tablazat hianyzo részét! (1 : emelkedett, | : csékkent)
b*) Jegyezd le miivelettel is a homérséklet valtozasat!

Ennyi volt igy véltozott | Ennyi lett Miivelettel*
2°C| | 3°C
4°C| 1 e
1°C| | 5°C
6 °C “3°C
~8°C 1°C
1 3°C ~4°C
Megoldais
Ennyi volt | gy valtozott | Ennyi lett Miivelettel*
2°C1 1 3.°C 1°Cj2°C—-3°C="1°C
4°C| 1 9 °C 5°Cl4°C+9°C=5°C
1°cl | 5°C 6°Cl1°C-3°C="6°C
6°C| | 9°C 3°Cl6°C-9°C="3°C
8°C| 1t 9°C 1°C| 8°C+9°C=1°C
—7°C| 1 3°C “4°C|77°C+3°C="4°C

1.56. dbra

Az anyagi helyzetek valtozasanal — ugyanigy, mint a természetes szamok k-
rében —a hozzatevésnek Gsszeadas, az elvételnek pedig kivonas felel meg. Ebben
a modellben mar negativ értékek hozzaadasa, illetve elvétele is megjelenhet.

18. példa

Rajzolj a keretbe a hozzatevésnek megfeleléen! Hogyan valtozott az anyagi
helyzet? (1.57. dbra)

*Jegyezd le Gsszeadassal is!

Megoldas
Az a) feladatrész megoldasa. (1.58. dbra)
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a) b) c) a)

(1]
[x]

B
-5

volt: Ft voIt: Ft volt: Ft V0|t:|:| Ft
hozza-[ - hozza- hozza-| — hozzé-
tettem: Ft tettem: Ft tettem: Ft tettem: 2_||Ft
lett: Ft lett: Ft lett: Ft lett:|:’ Ft
Fzros s =7 r][srees0r=25 [0 o conry - 30m ) | | L |

1.57. abra 1.58. abra

19. példa
Athiizéssal jelold az elvételt! Hogyan valtozott az anyagi helyzet? (1.59. dbra)
*Jegyezd le kivonassal is!

d)

50

volt:[:l Ft volt:|:| Ft volt: | Ft voIt:D Ft
elvettem: Ft erettem: Ft elvettem: Ft elvettem: Ft

Iett:|:| Ft Iett:|:| Ft Iett:|:[ Ft lett:‘___] Ft
[ [ [ |

1.59. abra
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Megoldas

Adossag elvételénél a miiveleti le-
jegyzésben negativ szamot kell ki-
vonni. Akar készpénz, akar addssag
elvételénél sziikség lehet arra, hogy
az anyagi helyzethez el6szor 0 Ft-ot,
ugyanannyi készpénzt és adodssagot
adjunk. Ennek megfelelen a ¢) és
a d) feladatrészek megoldasa (1.60. wolE Ft Vom Ft

dbra).
elvettem:| 30 ]Ft elvettem:Ft
|ett:|_‘10_| Ft lett: Ft

*750 Ft— {7100 Ft) = 50 Fl’

[*20 Ft=30Ft="10 Ft

1.60. dbra

1.7. A természetes szam fogalmanak bévitése: a racionalis
szam fogalmanak alakitasa

A természetes szamkar alsé tagozatos bdvitésekor (a negativ egészek beve-
zetése mellett) a pozitiv racionalis szam fogalmat alakitjuk ki anélkiil, hogy
ezt a megnevezést hasznalnank.

Az egész szamfogalom alakitdsahoz hasonléan a tortek bevezetése is
szemléletes aton torténik. Szarmaztatdsukhoz, nagysigrendi 6sszehasonli-
tasukhoz és gyakorlati alkalmazasukhoz sok-sok tevékenységen keresztiil
megszerezhetd tapasztalatra van sziikség.

1.7.1. Tortrészek és tortszamok egymdshoz rendelése
A tortszamokat 3. évfolyamon mennyiségek tOrtrészeinek szamszerisitésére,
szammal val6 kifejezésére vezetjiik be. Az értelmezést megkdnnyitik az egyen-
16 részekre osztasban szerzett 2. évfolyamos tapasztalatok (lasd 1.3.4. fejezet).
Atanulok a valahdnyad részt a darabszam vagy a mérészam egész szammal vald
osztasi hanyadosaként kaphattak meg nulla maradékot adé osztasi feladatokban.
Példaul egy 12 cm hosszi szakasz harmadrésze: 12 cm : 3 =4 cm.
Atdrtszamok bevezetésekor mérhet mennyiségekbdl indulunk ki, de kez-
detben nincs sziikségiink a mérszam és a mértékegység ismeretére. Az adott
mennyiséget (hosszisagot, teriiletet, térfogatot, sz6get, tirtartalmat, tomeget,
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iddtartamot) 1 egésznek tekintjiik, 1-nek vessziik. Ha az igy értelmezett egé-
szet n egyenld részre osztjuk és ezekbdl m részt vesziink, akkor ugyanazt a
mennyiséget kapjuk, mint »7 szamu egész n egyenld részre osztasakor:

1 egész% -ed része ugyanannyi, mint m egész n-ed része.
Egyenloségiik miatt mindkét mennyiséget egy 1j, % alakban lejegyzett

szammal fogjuk megadni, amelyet tértszamnak neveziink (tértszam névre
kereszteliink). A % kétféle értelmezését szemlélteti az abra (1.61. dbra):

1 egész 3 egész

P

1 egész %-ed része 3 egész %-ed része

1.61. dbra

Az elsd értelmezésre az egységtortek, majd ezek tobbszoroseinek beveze-
tése miatt van sziikség. A masodik értelmezés szemléltetése azért koriilmé-
nyesebb, mert az egészet meg kell sokszoroznunk, és altalaban mindegyik
egészen végre kell hajtanunk az egyenld részekre osztast.

Néhany osztozkodasi probléman keresztiil fedeztessiik fel, hogy a maso-
dik értelmezés is ugyanazt a mennyiséget szamszer(siti. Ha példaul 5 egész
sajton 8 kisegér osztozkodik igazsagosan, akkor 3 sajt jut mindegyik egér-
nek. Mas szoval 5 egész 8-ad része (az egész 1L vészeinek egyesitése) ugyan-
annyi, mint 1 cgész—g- része (1.62. dabra):

1 egész 1 egész 1 egész 1 egész 1 egész 1 egész
1.62. dbra
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A tovabbiakban a tortszamokkal Ssszefiiggd tapasztalatszerzésben az el-
sO értelmezést tekintjilk meghatarozonak, amely alkalmas egyuttal a tizedes
tortek 5. évfolyamos elokészitésére is.

A fejezetcimben szerepld ,,egymashoz rendelés” kifejezés kétiranyu te-
vékenységet takar. Egyrészt a torteknek megfeleld tortrészek eldallitasat,
masrészt az 1 egész tortrészeinek szamszerdsitését. Fontos, hogy ezt a — ma-
tematikatanitasban oly gyakran alkalmazott — kétiranytisagot a tértfogalom
kialakitasakor is vegyiik figyelembe.

Egységtortek

Ha az 1 egésznek tekintett mennyiséget n egyenld részre osztjuk, és ezekbdl
a részekbdl csak 1-et vesziink, akkor ezt a mennyiséget az — egységtorttel
szamszerisithetjiik. Az 1 egészet valosagos targy (alma, torta, csokoladé,
oraszamlap, papirlap, szines rid stb.) vagy rajz (szakasz, sikidom) forma-
jaban jelenithetjitk meg, amely valdsagos targyat is szimbolizalhat. Példaul
egy tortat korlappal helyettesithetiink.

Természetesen a mennyiségek egyenld részekre osztasakor tudnunk kell,
hogy az milyen mérhetd tulajdonsag (hossziisag, teriilet, tomeg, lrtartalom, ...)
alapjan torténik. Ez a legtobb feladatnal nyilvanvalo, ezért csak akkor érdemes
beszéIniink rola, ha az nem egyértelmit. Bizonyos esetekben tébb olyan tulaj-
donsag is megadhat6 (példaul szines rudaknal a hosszisag, a térfogat, a tdmeg
vagy az alapteriilet), amelyek mindegyike ugyanazt a felosztast eredményezi.

Az egységtortek bevezetését Gsszekapesolhatjuk egyenld részekre osztasi
tevékenységgel, példaul papirhajtogatassal, szonyegezéssel, szakaszok vagy
sikidomok felosztasaval.

3. évfolyamon a tortek szamlalojat szammal, nevezojét viszont betiivel
szokas megadni (példaul 2 harmad, 4 6t6d). Ez az irasmdd kezdetben azért
hasznos, mert igy formailag is elkiiloniil a szamlal6 és a nevezé eltér jelen-
tése, elkeriilhetd vele azok felcserélése.

Az egységtorteknél az 1-et nem kotelezd leirni vagy kimondani (példaul
az 1 ketted helyett irhatunk vagy mondhatunk felet, kettedet). Ugyanakkor
segitséget jelenthet a folytatasban (az egységtortek tobbszoroseinek megér-
tésében ¢€s jeldlésében), ha az 1-et nem hagyjuk el.
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Egy magyarazo példa az egységtortek bevezetéséhez:

Mit latsz a tablan? (Egy korlapot.) (1.63. dbra) Tablakép:
Hany egyenl6 részre van felosztva? (Harom egyen-
16 részre.)

Hogyan tudnad igazolni, hogy ezek valoban egyenld
teriiletii korcikkek? (Ha egymasra helyezziik Oket,
akkor pontosan fedik egymast. Azt is mondhatjuk,
hogy egybevagoak.)

Ha a korlapot egy tortanak tekintenénk, ami
960 Ft-ba keriil, akkor mennyit fizetnénk egy ilyen )
szeletért? (A 960 Ft-nak a harmadrészét, azaz ! egesz _
320 Ft-ot.) 1.63. dbra

Ha most a teljes korlapot 1-nek (1 egésznek) vessziik, akkor mennyit ér
ezekbdl a korcikkekbdl egy darab? (Az 1-nek a harmadrészét.)

Ezt a szamot igy jegyezziik le: 1 harmad. Az 1 harmad se nem természetes
szam, se nem egész szam. Tortszamnak nevezziik, mert egy tortrész (jelen
esetben egy korcikk) nagysagat (teriiletét) tudtuk megadni vele.

Ha mindegyik korcikk ala 1 harmadot irunk (1.64. dbra), és ezeket a szamo-
kat &sszeadjuk, akkor mennyit kapunk? (1-et, mert visszakapjuk az 1 egészet.)

Hany harmad tehat az 1 egész? (3 harmad.)

Tablakép:
1 egész 1 harmad 1 harmad 1 harmad
1 egész = 3 harmad
1.64. abra

1. példa ——
Fehér kockakbdl épits egy nagyobb kockat az abra [~ 17 |
szerint! Ha ez a nagyobb kocka 1-et ér, akkor meny- ﬁ“(\% r—jj
L] .
1 =]

nyit ér 1 fehér kocka? ird a keretbe! (1.65. dbra) =

1.65. dbra
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Megjegyzés:

A példa valdjaban egy mérhetd mennyiség, a térfogat tortrészének megha-
tarozasat kéri. 1 fehér kocka térfogata a nagy kocka térfogatanak 1 nyolcad
része.

2. példa

Szényegezd a z6ld rudat egyszinti rudakkal, tobbféleképpen! Ha a zold rad
1-et ér, akkor mennyit ér a tobbi radbél 1 darab? frd a vonalakra!

1 lila rud: 1 piros rid:
1 vilagoskék rad: 1 rézsaszin rud:
1 fehér kiskocka:

Konnyitést jelent, ha az egységtorteket mar eleve egybevagd vagy egyenld
teriiletii részeket tartalmazo6 alakzatok egy-egy részéhez kell hozzarendelni:

3. példa
Mindegyik rajz 1 egészet ér.
a) Kosd 6ssze vonalzdval a rajzok szinezett részét a megfelelo tortszam-
mal! (1.66. dbra)

A VNV WV

1 harmad 1 negyed 1 ketted 1 hatod 1 nyolcad

1.66. dbra

b) Mennyit ér a szinezett rész? Ird a megfeleld tortszamokat a vonalakra!
(1.67. ébra)

« B®g(d

1.67. dbra

Arra is mutassunk példat, hogy ugyanannak a mennyiségnek az egyenl6
részekre osztasat tobbféleképpen is el lehet végezni. Példaul egy négyzet
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alak papirlapot a szimmetriatengelyei mentén 4-féleképpen hajthatunk fél-
be (1.68. dbra), egy sakktabla mezdit sokféleképpen csoportosithatjuk Ggy,
hogy nyolc egyenld részt kapjunk; harom tibla csokoladét hat gyerek nem
csak egyféleképpen oszthat el igazsdgosan €s igy tovabb.

1.68. dbra

Az egységtortek paronkénti 6sszehasonlitasanak, majd rendezésének alap-
ja az a felismerés, hogy az egységiil valasztott mennyiséget tobb (kevesebb)
egyenld részre osztva 1 rész kisebb (nagyobb) lesz. Ezt a torvényszeriiséget
mar a 2. évfolyamon is tapasztalhattik a tanulok az egyenld részekre osztas
tanulasakor (lasd 1.4.2. fejezet).

4. példa
Mindegyik téglalap 1 egészet ér. Szinezz iigyesen a torteknek megfelelden!
Hasonlitsd 6ssze a torteket! Irj < vagy > jelet a karikakba! (1.69. dabra)

Tketted O 1harmad O 1 hatod

1.69. dbra

Megjegyzés:
Ha sorokat szineznek a gyerekek, akkor 6sszeszamlalas nélkiil, ranézésre is
megallapithatjék, hogy melyik t6rtrész, illetve tortszam a nagyobb.

Kiilondsen hasznosak azok a komplex feladatok, amelyek az egyenld ré-

szekre osztast, az egységtorteknek megfeleld mennyiségek eldallitasat és az
egységtortek osszehasonlitasat egyarant tartalmazzak.
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5. példa
Hajts félbe egy irdlapot négyszer egymas utan! Kétszer az egyik, kétszer a
masik iranyba hajtogass!
a) Széthajtogatas utan vonalkazd kékre az egész irlap 1 negyed részét,
sdrgara az 1 ketted részét, zoldre az 1 tizenhatod részét és barnara az
1 nyolcad részét!
b) Hasonlitsd &ssze a torteket, és rendezd ket csékkend sorrendbe!
¢) Az ir6lap mekkora része maradt fehér? Tortszammal add meg!

Egységtortek tobbszorosei

Az egységtdrtek tobbszoroseinek tanitasakor két 1ényeges dologra kell felhivnunk
a gyerekek figyelmét. Egyrészt figyeljék meg azt, hogy hany egyenld részre oszt-
Juk az egészet, masrészt hogy a részekbdl hanyat vesziink. Indithatjuk a problémat
az egységtortek eloallitasanak folytatasaként azzal a kérdésfelvetéssel, hogy az |
egésznek mekkora részét nem vettiik figyelembe (nem raktuk ki, nem szineztiik ki
stb.). Visszautalva példaul az egységtortek bevezetd feladatéra (1. 70. dbra):

1 egész 1 harmad 1 harmad 1 harmad

N
1 egész = 3 harmad 2 harmad

1.70., abra

Az értelmezéssel parhuzamosan — egyittal az dsszeadas és a kivonas el-
készitéseként — azt is megmutathatjuk, hogy az 1-et azonos nevezdjii tort
Osszegére hogyan bonthatjuk fel.

Egy magyarazo példa (1.71. dbra): NS |
A narancssarga rudat két rézsaszin R [ B
raddal kezdtiik el kirakni. Mekko- '
ra részét raktuk mar ki? Mekkora 1.71. dbra
rész¢ét nem raktuk még ki?
wo . . ” NS
Elészor fejezziik be a szdnye-
ezeést, hogy megtudjuk, han k | & l i ] R_|
& ’” ) gy gtudjux, ,y Tepész=1o16d + 1 6t6d + 16t6d + 1616 +1 Gl = 5 dod
egyenld részre osztottuk az egé- R | O 4
szet! (] 72, dbra) 2 otod 3 otod
1.72. dbra

116



6. példa
Mindegyik rajz 1 egészet ér. Szinezz a megadott torteknek megfelelden!

(1.73. dbra)

2negyed 2 harmad 1 tizenketted 6 tized

1.73. dbra

7. példa
Mekkora része az egésznek a sziirke rész? Mekkora része fehér?
Jegyezd le az egészet a sziirke €s a fehér részek Gsszegeként! (1.74. dbra)

Fekete rész::| Fehér rész: ‘:|
1 egész = + | ] = | ]
Fekete rész:l:l Fehér rész: I:]
1 egész = | + | I = I ]
Fekete rész::] Fehér rész: :‘
1 egész = | + I | = | |

1.74. dbra

Ugyanannak az egésznek ugyanakkora tortrészeit tobbféleképpen is elo-
allithatjuk, és ettdl fiiggden ugyanannak a tértszamnak mas-mas tortalakjat
kapjuk. Azt is mondhatjuk, hogy egy tortnek t6bbféle neve van. (1.75. dbra)
Példaul:

1 egész 1 egész 1 egész
.“.“ I th!!ﬂj
I
1 harmad = 2 hatod = 6 tizennyolcad
1.75. dbra
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A tortek egyenloségének felfedeztetése alsé tagozaton nem tévesztendd
Ossze a tortek formalis egyszerisitésével, illetve bovitésével. Ebben a példa-
ban sem az 1 harmad bovitései vagy a 6 tizennyolcad egyszertsitései alapjan
szineztiink. Mindharom esetben az 1 harmad részt (6 kis négyzetet) szinez-
tilk ki harom kiilonb6z0 mddon, amelyeknek harom killonbozd alaki, de
egymassal megegyezd tortszamot feleltettiink meg.

Neéhany feladat erejéig — még a tortek nagysagrendi Osszehasonlitasa elott —
célszeril kitérni az 1-nél nagyobb tértekre is. Ha csak az 1 egésznek megfe-
lel6 objektum van jelen, akkor az ilyen tortek elképzelése absztrakt gondol-
kodast vér el a tanuldktol. Nem lehet felmutatni példaul egy tabla csokinak
mondjuk az 5 negyed részét. Ezért segitséget jelent, ha az 1 egész tobb pél-
danyat tételezziik fel.

8. példa
A téglalap (az elso sikidom) teriiletét valaszd mindig 1-nek! Rajzolj olyan
sokszoget, amelynek teriilete a megadott tértszammal fejezhetd ki! (1.76. dbra)

i
'
'
'

A, N
b o
n o
'

'
]
'
'

"

1 ketted 3 ketted h "“7'negye(| 13 nyolcad

o

1.76. dbra

Megjegyzés:
A rajzolas el6tt beszéljilkk meg, hogy az 1 kettednek, az 1 negyednek, illetve
az 1 nyolcadnak melyik alakzat (négyzet, haromsz6g) feleltethetd meg!

A 4. évfolyamon a témakdr boviilését a tortek ,,felnbttes” irasmodja, a
szamlalo és nevezo fogalmanak bevezetése, valamint az egymast 1-re kiegé-
szito tortek milveletszintii kapcsolatdnak megismerése jelenti.

Egy bevezetd (magyarazo) példa:

Mindegyik sikidomot 8 egyenld részre osztottuk fel. A sikidomok 3 nyolcad
részét olldval kivagtuk, majd a megmaradt részt kiszineztiik (1.77. dbra):
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1 egész 1 egész 1 egész

B O A

A kivagott rész mindenhol: 3 nyolcad = 3

8

> Egyszerdbben igy jeloljik.
A megmaradt rész mindenhol: 5 nyolcad =g

Ennyi részt vagtunk ki Ennyi rész maradt meg
PP Szamlalo %
3 . 5 > 2
g < Tortvonal 3
w Nevezé .
A kivagott és a megmaradt részek kiadjak az 1 egészet: %+% =%
1.77. dbra
9. példa
A narancssérga rudat 1 fehér és egy sotétkék raddal raktuK'ki (1.78. dbra):
1 9 _ 10 _
| SK |0+ 1% = 10 = !
1.78. dbra

Szényegezd a narancssarga rudat két raddal, masféleképpen is! ird fel az 1-et
két tort 6sszegeként, a szonyegezések segitségével!

10. példa
A z61d rudat 1-nek valaszd! Szényegezd a szamtannyelvii lejegyzéseknek
megfelelden, és pdtold a hidnyzo szamokat a tértekben!

)_1_+i= = L+i—: —£+L=—=1
2 2 4 4 2 3
b)i S O S Q- S | —_—
6 12 12 12 12
Megjegyzés:

A tortek nevezo6i arrdl arulkodnak, hogy hany db egyforma riddal szénye-
gezhetjiik a z6ld rudat. Ennek figyelembevételével kell a tanuldknak a kira-
kasokat elvégezni, ami egyittal megkonnyiti a hianyz6 szamok pétlasat.
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k6z8s nevezdre hozast teszi szemléletessé. Rajzoljunk két olyan, egymassal
egybevagé téglalapot a négyzethaldra, amelynek oldalhosszisagai a két tort
nevezdjével egyeznek meg, majd szinezziik ki 6ket a térteknek megfelelden!
A részek Osszeszdmlalasival kénnyen eldonthetjiik, hogy melyik tort a na-
gyobb, sét azt is megtudhatjuk, hogy mennyivel. Péld4ul a%-ﬁt és a?-ot igy
hasonlithatjuk &ssze (1.81. dbra):

1 egész 1 egész

A\
wiN
I
s
Glo

1.81. dbra

A % tehat nagyobb, mint a %

Ily moédon a kiilonb6z6 nevez6jli tortek dsszehasonlitasat a I1. alapesetre, az
egyenld nevezdjii tortek dsszehasonlitasara vezethetjiik vissza.

Tortek dbrazolasa a szimegyenesen

A tortek szamegyenesen val6 elhelyezésének tapasztalati alapjat az egységiil
valasztott szakasz tortrészeinek eldallitisa jelenti. Ezzel atmenetet valositha-
tunk meg a tortszam mint valamely egész tortrésze, illetve a tortszam mint
absztrakt fogalom kozott.

Az egységszakasz minden esetben a szimegyenes 0 €s 1 pontja altal meg-
hatarozott intervallum. Az 1-nél kisebb tortek elhelyezésénél célszerii hosz-
szabb szakaszt felvenni, mig az 1-nél nagyobb tortek szemléltetésénél az
egysegszakaszon tali szdmelhelyezésekre is gondolnunk kell. Nem mindig
fontos az egységszakasz pontos felosztasa, ennek koriilbeliili megallapitasa-
val a tanulok aranyérzékét is fejleszthetjiik.

15. példa
Jelold az 1 harmad, a 4 6t3d, a 3 ketted és a 7 negyed koriilbeliili helyét a
szamegyenesen! (1.82. dbra)

1.82. abra
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Megjegyzés:

A négy tort helyét négy egymas alatti (azonos beosztasi) szamegyenesen
kiilén-kiilon is elhelyezhetik a tanulok, majd egy 6todik szdmegyenesre at-
masolhatjak azokat.

Bizonyos feladatoknal az egységszakasz felosztasa elore adott, ilyenkor a
nehézséget a tajékozodas jelenti.

16. példa
frd be a szamegyenes alatti tortek hidnyzé szdmlalojat, illetve nevezdjét!
(1.83/a, b dbra)

|
0

oA
P—

4

-
[}
-
I\.)|
-

.

1.83/a dbra
Megoldas

gt
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A
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2
2

o=
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s
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s

..

1.83/b abra

A IZZ helyett természetesen a % vagy a % beirasa is helyes.

1.7.3. Mennyiségek és szdamok tortrészeinek meghatdrozdsa miivelettel

A tortszam fogalmi kialakitasakor nem volt sziikség a mennyiségek valodi
nagysaganak ismeretére. Az egyszeriiség kedvéért eltekintettiink attol, hogy
a mennyiség mérészammal és mértékegységgel kifejezve mekkora. 1 egész-
nek vettiik, és a tortrészeihez tortszamokat rendeltiink.

A tortrészek elballitasa altalaban két tevékenység egymas utani végrehaj-
tasat jelentette: az 1 egészet annyi egyenld részre osztottuk, amennyi a tort
nevezdje, majd az igy kapott részekbdl annyit vettiink, amennyi a tort szam-
1416ja. Az el6bbi tevékenység a ,,miiveletek nyelvén” osztast, az utobbi pedig
ismételt 6sszeadast, vagyis szorzast jelent.

Amikor — mérészammal és mértékegységgel megadott — mennyisé-
gek vagy szamok tortrészeit akarjuk meghatarozni, akkor ugyanezt a két
miiveletet kell egymas utan elvégezniink. El6szor tehat osztunk, azutin
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szorzunk. Ha a részekbdl csak 1-et kell venniink, akkor szorzasra nincs
is sziikség.
Egy-egy, a 4. évfolyamnak szant magyarazo példa a mennyiségek, illetve
szamok tortrészeinek meghatarozasara:
a) Péter a 400 m-es futoversenyen a tav 3 vészét mar megtette. Hany m-t tett
meg eddig? 2

Vegyiink fel egy (példaul 3 cm-es) szakaszt egymdas utdn 5-szor, €s
a 400 m-nek feleltessiik meg a teljes hosszsagot (jelen esetben 15 cm-t)
(1.84. dbra):

400 m
— N N ~
—+

e — \.ﬂ._/l\ﬁ/_/ H_/.

1§ rész 1§ rész % rész 13 rész %rész

El6szor szamitsuk ki a 400 m-nek az %, majd a %részét!

400 m : 5=80m (% rész)
380 m =240 m (% rész)
Péter tebat 240 m-t tett meg eddig.

b) Szamitsuk ki a 896 m-nek a —f}— részét!

El8szor szamitsuk ki (irasbeli osztassal, illetve szorzassal) a 896 m-nek az

l majd a % részét!

77
7=1238 128 " 4

(o)

A 896 m-nek a % része tehat 512.

3—4. évfolyamon a mennyiségek tortrészeinek szamitassal valé meghata-
rozasat méréssel kapcsolatos feladatokon keresztiil valtozatosan gyakorol-
tathatjuk. Ezek a feladatok jo lehetdséget kinalnak egyuttal a mértékvaltasok
gyakorlasara is.
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17. példa

Barbara a hétkéznapok 2 hatodat alvassal, 1 nyolcadat tanulassal, 1 tizenket-
tedét edzéssel, 5 huszonnegyedét jatékkal és 1 negyedét az iskolaban tolti.
Hany o6rat tesznek ki Barbara programjai kiilon-kiilon és dsszesen?

Megjegyzés:

A megadott tevékenységek Barbara teljes napjat kitoltik:

8 6ra+3 ora+2 d6ra+ 5 ora+ 6 dra=24 ora.

Ha ezt a tényt eldre kozoljiik a tanuldkkal, akkor sajat maguk ellendrizhetik,
hogy jol szamoltak-e.

18. példa
A matematikadra % része mar eltett. Hany perc van még hatra?

Megoldas
Szamitsuk ki eldszor a 45 perc 1 kilenced részét: 45 perc : 9 =5 perc.
Ezutan kétféleképpen is szamolhatunk:

a) 2 -5 perc = 10 perc (% rész)

45 perc — 10 perc = 35 perc.
b) A hatralévé id6 a 45 perc 7 kilenced része: 7 - 5 perc =35 perc

1.7.4. Kivetkeztetés tortrészrol egészre
Ha az egész %Led részét ismerjiik, és az egészet, vagyis az 7’;—7-ed részt ke-
ressiik, akkor ehhez az %-ed részt n-szer kell venniink. Ennck az egyszerd,

kétlépéses eljarasnak a tanitds szdméra az a mondanivaldja, hogy eldszor
mindig az egységtortnek megfeleld részt kell eloallitanunk (felosztassal, il-
letve osztassal), majd ezt annyiszor kell venniink, amennyi az egységtort
nevezbje (egyesitéssel, illetve szorzassal).

Az 1 cgész eloallitasa tortrészének ismeretében

Ezeknél a feladatoknal a tortszammal megadott tortrésznek valamilyen geo-
metriai alakzat (szakasz, sikidom vagy test) felel meg, és az 1 egészet is
valamilyen alakzat formajaban keressiik. Egyszeribbek azok az egylépéses
esetek, amikor a tortrész egységtorttel van megadva (példaul egy rozsaszin
rud felel meg 1 harmadnak). Nehezebb esetben egységtortek tobbszordseivel
adjuk meg a tortrészeket:
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19. példa
Egészitsd ki a narancssirga rudat 1 egészre, ha a narancssarga rud az egész
2 harmada!

Fedeztessiik fel a tanulokkal azt az egyszer(i tényt, hogy ha ugyanazzal a tort-
tel kiilonbozo tortrészeket adunk meg, akkor az egészek is kiildnboznek. Vegyik
példaul az eléz6 feladatban szerepl6 narancssarga riid helyett a zold rudat.

Azt is tapasztalhatjak a gyerekek, hogy amikor a tortrész 1-nél kisebb (na-
gyobb) térttel van megadva, akkor az egész nagyobb (kisebb), mint a meg-
adott tortrész.

20. példa

Melyik az a szines rad, amelynek

a) 3 6t6d része a lila raddal megegyez6 hossziisagn?

b) 5 nyolcad része a narancssarga raddal megegyez6 hossziisagi?
¢) 9 heted része a sotétkék raddal megegyezo hossziisagu?

Megoldas

a) A lila rad 6 db fehér kockaval (vagy 3 db rozsaszin riddal) rakhaté ki.
Ha ez a 3 6t5d rész, akkor a kérdéses rad 1 6tdd része 2 db fehér kockanak
(vagy 1 db rozsaszin radnak) felel meg. fgy a kérdéses rad 5-2 db =10 db
fehér kockaval (vagy 5 - 1 db =5 db rozsaszin riddal) rakhato ki, ez pedig a
narancssarga rud.

Hasonlé okoskodassal kaphatjuk meg a b) és a ¢) feladatrészek megoldasait
(barna, illetve fekete rad).

Kovetkeztetés mennyiségre, szamra tortrészei alapjan

Ebben az esetben is a miiveletek nyelvére (osztasra, majd szorzasra) kell
leforditanunk azt a tevékenységet, amikor a tortrész birtokaban az ismeretlen
mennyiségre vagy szamra kovetkeztetiink.

Egy, a 4. évfolyamnak szant magyarazé példa:

Edesanya egy élelmiszerboltban vasarolt. Az elkoltott pénz % részéért élel-
miszert vett.

Hany Ft-ot koltott 6sszesen, ha az élelmiszerért 765 Ft-ot fizetett?
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Osszunk fel egy korlapot 6 egyenl6 részre, majd szinezziik ki az % részét!

(1.85. dbra)

Elelmiszer: —g— rész = 765 Ft

[eall%y]
+

Egyéb aru: % rész = ? Ft

1.85. dbra

Szamitsuk ki el6szor az elk6ltétt pénznek az %, majd a % részét!

’5:5=153 Az elkoltott pénz % része = 153 Ft

) Az elkoltott pénz, azaz a % rész=918 Ft

Ellen6rzés: 918 Ft-nak az % része = (918 Ft: 6) - 5 =765 Ft.

21. példa

Egy siitemény elkészitéséhez négyféle do-
logra van sziikség. Tanulmanyozd a kérdiag-
ramon, hogy az Osszes hozzaval6nak mek-

kora részét teszik ki az egyes alapanyagok!
(186 dbra) arpar mangdula

liszt

porcukor

a) Mennyi alapanyagra volt sziikség Ossze- 1.86. dbra
sen, ha 12 dkg mandulat hasznaltunk fel?

b) Szamitsd ki, hogy hany dkg-ra volt sziikség
a masik harom élelmiszerb6l!

¢) Ellendrizd 6sszeadassal az a) kérdésre adott valaszodat!

Megoldas

a)Haa 4 rész 12 dkg-ot jelent, akkor az L résznek 12 dkg:4=3dkg,a 19

19 19
résznek (az Osszes alapanyagnak) pedig 19 - 3 dkg = 57 dkg felel meg.

b) Porcukorbdl 3 dkg, lisztbdl 8 - 3 dkg = 24 dkg, margarinbél 6 - 3 dkg =
= 18 dkg kellett.
“¢) 12 dkg + 3dkg + 24 dkg + 18 dkg = 57 dkg.

[u—
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2. Halmazok, logika

2.1. A halmazok és a logika szerepe az iskolai matematikai
tevékenységben

A halmazok és a matematikai logika témakorok egymassal szoros analdg
kapcsolatban a tantervekben ,,Gondolkodasi médszerek” cimszd alatt 6sz-
szefoglalt kovetelményekhez kapcsolddo anyagrészek. Megjelennek a t&bbi
nagy témakor feldolgozasaban (szamtan—algebra, relaciok—fliggvények—
sorozatok, geometria—mérések, kombinatorika—val6szintiség-statisztika).
Egy-egy témakordn beliil pedig szerepelhetnek az ismeretelsajatitas eloké-
szith szakaszaban, az aktualis tananyag feldolgozasaban, a tanultak megszi-
larditasaban, begyakoroltatasaban, akkor, amikor a tanultakat a tanulo mate-
matikai miiveltségébe beépitjiik, és akkor is, amikor a tanultakat ismételjiik.

Mar az dvodaban és az also tagozaton, de késébb is arra toreksziink, hogy
halmazszemléletet alakitsunk ki a tanuldkban gy, hogy a megtapasztalt fo-
galmakat, a halmazmiiveleteket eszkdzként tudjak hasznalni majd az Osszes
matematikai témakérben a feladatok megoldasahoz, az j ismeretek kialaki-
tasahoz ugyanagy, mint a nem kifejezetten matematikai tevékenységekben.

Az iskolas kor elétt, de az 1-2. évfolyamon is a targyak kiilonbozd latha-
to, tapinthatd, hallhato tulajdonsagait ismertetjiik fel egymastol elkiilonitve.
Példaul a targyakat megkiildnboztetjilk tomegiik, térfogatuk alapjan vagy a
feliiletiik érdessége, simasaga, folytonossaga alapjan vagy az alakjuk (dom-
bora, homort, szdgletes, sik stb.), a sziniik, esetleg a hangjuk, a hangsziniik
alapjan. A tevékenységek kapcsan tudatosulnak a targyak, €l6lények kiilon-
b6z8 tulajdonsagai, ami alapja lesz a késobbi dsszehasonlitasoknak.

Az ismeretszerzésnek ebben a korabbi periédusaban is hatékonyan tudjuk
alkalmazni az allitisok megfogalmazésat, a halmazok kialakitasat gyakorol-
tatd masolo, kitalalds, valtoztatos jatékokat.

Példik masolo jatékokra:
Rakd ki ugyanazokat az elemeket, épitsd fel ugyanazt az alakzatot, végezd
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Osszunk fel egy korlapot 6 egyenl6 részre, majd szinezziik ki az % részét!

(1.85. dbra)

Elelmiszer: % rész = 765 Ft

Egyéb aru: % rész =2 Ft

1.85. abra

Szamitsuk ki eldszor az elkoltott pénznek az %, majd a % részét!

765:5=153 Az elkbltéttpénz%része= 153 Ft
2 6
15
0
153 -6 Az elksltott pénz, azaZa%rész=918 ¥t
918

Ellendrzés: 918 Ft-nak az % része = (918 Ft: 6) - 5 = 765 Ft.

21. példa

Egy siitemény elkészitéséhez négyféle do-
logra van sziikség. Tanulmanyozd a kérdiag-
ramon, hogy az Osszes hozzivalonak mek-
kora részét teszik ki az egyes alapanyagok!
(1.86. dbra)

a) Memyi alapanyagra volt sziikség Gssze- 1.86. dbra
sen, ha 12 dkg mandulat hasznaltunk fel?

b) Szamitsd ki, hogy hany dkg-ra volt sziikség
a masik harom élelmiszerbél!

¢) Ellenérizd 6sszeadassal az a) kérdésre adott valaszodat!

Megoldas
a)Haa i% rész 12 dkg-ot jelent, akkor az % résznek 12 dkg: 4 =3 dkg, a 1o

—_

résznek (az 6sszes alapanyagnak) pedig 19 - 3 dkg = 57 dkg felel meg.
b) Porcukorbol 3 dkg, lisztbdl 8 - 3 dkg = 24 dkg, margarinbdl 6 - 3 dkg =
= 18 dkg kellett.
“¢) 12 dkg + 3dkg + 24 dkg + 18 dkg = 57 dkg.
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2. Halmazok, logika

2.1. A halmazok és a logika szerepe az iskolai matematikai
tevékenységben

A halmazok és a matematikai logika témakorok egymassal szoros analdg
kapcsolatban a tantervekben ,,Gondolkodasi modszerek” cimszé alatt 6sz-
szefoglalt kovetelményekhez kapcsoldédd anyagrészek. Megjelennek a tobbi
nagy témakor feldolgozasaban (szamtan—algebra, relaciok—fliggvények—
sorozatok, geometria—mérések, kombinatorika—valoszinliség—statisztika).
Egy-egy témakoron beliil pedig szerepelhetnek az ismeretelsajatitas eloké-
szitd szakaszaban, az aktualis tananyag feldolgozasaban, a tanultak megszi-
larditasaban, begyakoroltatasaban, akkor, amikor a tanultakat a tanulé mate-
matikai miiveltségébe beépitjiik, és akkor is, amikor a tanultakat ismételjiik.

Mar az 6vodaban és az als6 tagozaton, de késobb is arra toreksziink, hogy
halmazszemléletet alakitsunk ki a tanulokban gy, hogy a megtapasztalt fo-
galmakat, a halmazmiiveleteket eszkzként tudjak hasznalni majd az Gsszes
matematikai témakorben a feladatok megoldasahoz, az Gij ismeretek kialaki-
tasahoz ugyantgy, mint a nem kifejezetten matematikai tevékenységekben.

Az iskolas kor el6tt, de az 1-2. évfolyamon is a targyak kiilonboz6 latha-
t0, tapinthato, hallhato tulajdonsagait ismertetjiik fel egymastol elkiilonitve.
Példaul a targyakat megkiilonboztetjiik tomegiik, térfogatuk alapjan vagy a
feliiletiik érdessége, simasaga, folytonossaga alapjan vagy az alakjuk (dom-
bord, homort, szdgletes, sik stb.), a sziniik, esetleg a hangjuk, a hangsziniik
alapjan. A tevékenységek kapcsan tudatosulnak a targyak, élélények kiilon-
boz6 tulajdonsagai, ami alapja lesz a késdbbi dsszehasonlitasoknak.

Az ismeretszerzésnek ebben a korabbi periddusaban is hatékonyan tudjuk
alkalmazni az allitisok megfogalmazasat, a halmazok kialakitasat gyakorol-
tato masolo, kitalalds, valtoztatds jatékokat.

Példak masolo jatékokra:
Rakd ki ugyanazokat az elemeket, épitsd fel ugyanazt az alakzatot, végezd
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el ugyanazt a mozdulatsort, dobbants, tapsolj stb. ugyanannyit, mint valaki
més, tapsold vissza ugyanazt a ritmust, énekeld el ugyanazt a dallamot stb.

Példak kitalalos jatékokra:

Az ismert targyak koziil egyet elrejtiink, a tanuldnak ki kell talalnia, melyik
ez a targy (barkochba). Egy miianyag betiit, szamot betesziink egy zsikba
vagy letakarunk egy kenddvel. A gyermek feladata — anélkiil, hogy 1atna az
elrejtett targyat — hianyzo targyakra kdvetkeztetni, vagy tapintassal kitalalni,
melyik targyat rejtettiik el; vagy a hallott hangok koziil ki kell talalni, hogy
kinek vagy minek a hangjat hallottuk.

Példak valtoztatos jatékokra:

Néhany elemti halmaz egyik elemét kicseréljiik egy masikra: a feladat kita-
lalni, hogy melyik targyat melyikkel cseréltiik ki. Ugyanennek a jatéknak egy
masik valtozata, amikor az elemek sorrendjét valtoztatjuk meg: ekkor a feladat
lehet a valtozas megjelenitése és/vagy az eredeti sorrend visszaallitasa.

Elofordulhat, hogy egyetlen tandran sem lesz f6 téma a halmazelmélet és/
vagy a logika, de példaanyaga atszdvi a teljes 6vodai matematikai nevelést,
az altalanos iskolai tananyagot, és nem csupan a matematikait. Ezért igen ne-
héz meghatarozni, hogy a matematikadraknak hany szazalé¢kat forditjuk en-
nek a témakornek az elsajatitasara, alkalmazasara az egyes évfolyamokon.

A matematikai logika 1. évfolyamtdl kezdve, st mar az 6vodaban is meg-
jelenik: allitasokat fogalmazunk meg, allitasokrél eldontjiik, hogy igazak-e
vagy hamisak, nyitott mondatokat tesziink igazza vagy hamissa. Az egysze-
riit allitisokbodl a nem, az és, valamint a vagy koétdszavak felhasznalasaval
tovabbi allitasokat képziink. Ezeknek az &sszetett allitasoknak a helyes ¢ér-
telmezése segiti nemcsak a matematikai fogalmak, hanem barmely tantargyi
szdveg pontos értelmezését is.

A halmazok és a matematikai logika szoros kapcsolatuk miatt elvalaszt-
hatatlanok egymastdl. Mind a két témakor megjelenik mar az 6vodaskorban,
az iskolai tananyagban pedig a halmaz fogalmat valamennyi témakorben fel-
hasznaljuk. Példaul a természetes szam fogalmanak értelmezésekor (1.1.2.
fejezet), az alapmiiveletek bevezetésekor (1.2. fejezet), a relaciok értelme-
zésekor (5.1. fejezet), a geometriai témakorskben a ponthalmazok vizsgala-
takor (3.1.3. és 3.2.3. fejezetek). A kombinatorika, valdsziniiség, statisztika
témakorok sem nélkiilozik a halmazszemléletet (4. fejezet).
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2.1.1. A logikai ismeretek tanitasa, dllitasok vizsgdlata
Az allitasok vizsgalata soran a f6 feladatok:
— az allitasok logikai értékének (igaz-hamis értékének) meghatarozasa;
— adott logikai értékhez, adott alaphalmazhoz kapcsolodé allitas megfo-
galmazasa;
— az allitasok atfogalmazasa tigy, hogy a logikai értéke ne valtozzon
meg;
— az allitas tagadasa,
— az és/vagy logikai miiveletek alkalmazasa egyszeri allitasok Ssszekap-
csolasaval.
Mindezekhez hasznalhato eszk6zok példaul a logikai készlet, a domino, kii-
6nb6z6 kartyak, termények, egyéb targyak, szavak, szamok stb.

Allitasok logikai értéke
Az allitas olyan kijelentd mondat, melyrdl egyértelmiien eldonthetd, hogy
logikai értéke igaz vagy hamis. A kérdo, a felszolitd és az 6hajté mondatok
nem allitdsok, mivel nincs értelme azt vizsgalni, hogy igaz-e vagy sem egy
ilyen mondat, példaul: ,,De szeretnék gazdag lenni!” Megfogalmazhatunk
olyan kijelentd mondatot is, amely szintén nem allitds, mivel nem tudjuk
vagy nem akarjuk elddnteni, hogy igaz-e vagy sem, példaul: ,,Az 5 szebb,
mint a 3.”

Az altalanos iskolai gyakorlatban az igaz allitast i vagy I betli, a hamis
allitast h vagy H beti jeloli. Példaul: A 2 paros szam.” kijelentés logikai
érteke igaz (i), ,,A 3 kisebb, mint a 2.” kijelentés logikai értéke hamis (h).

1. példa
Mondj 3 igaz és 3 hamis allitast a 12 szamrol!

Megoldas

lgaz allitasok példaul: ,,A 12 paros szam.” ,,A 12 kisebb, mint a 20.” A 12
kétjegyli szam.”

Hamis allitisok példaul: A 12 egyjegy(i szam.” ;10> 12,5+ 5+ 5=12.

Allitasok tagadasa
A koznyelvben egy allitast a ,,Nem igaz, hogy ...” mondatkezdéssel taga-
‘dunk. A tagadasra vannak emellett mas lehetOségek is: a nem tagadoszét ik-
tatjuk be az allitmany elé, vagy megfelelé koriilirast, esetleg fosztoképzst
hasznalunk. Példaul:
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Allitas Allitas tagadasa
A tanteremben a tabla z51d. | Nem igaz, hogy a tanteremben a tabla z6ld.
A tanteremben a tabla nem zdld.
Tagadom, hogy a tanteremben a tabla z61d.

A 6 paratlan szam. Nem igaz, hogy a 6 paratlan szam.

A 6 nem paratlan szam.

A 6 paros szam.

Nem igaz, hogy a 6 nem paros szam.

3 kisebb, mint 2. (3 <2) Nem igaz, hogy 3 kisebb, mint 2.

3 nem kisebb, mint 2. (3 <2)

3 nagyobb vagy egyenld, mint 2. (3 > 2)

Megjegyzések:

— Igaz allitas tagadasa hamis, hamis allitas tagadéasa igaz allitas. A foga-
lom megértéséhez azonban tudatositani kell, hogy példaul ,,A 12 két-
jegyl szam.” igaz allitas tagadasa ,,A 12 nem kétjegyli szam.” (hamis
allitas), de nem tagadasai (noha logikai értékiik szintén hamis) ,,A 12
egyjegyll szam.”, , A 12 haromjegyli szam.” stb. allitasok.

— A, Nem igaz, hogy a 6 nem paros szam.” allitas a kettds tagadasra mu-
tat ra. Paros szamu tagadas nem valtoztatja meg az allitas logikai érté-
két, mig a paratlan szamu igen.

»Minden ...”, ,,Van olyan ...” tipusi allitasok
A ,Minden ...”, ,,Van olyan ...” tipust allitasok logikai értékét egy adott
alaphalmaz elemeire vonatkoztatva hatarozhatjuk meg.

Egy ,,Minden”, ,,Mindegyik” kezdetii allitas akkor igaz, ha az alaphalmaz
Osszes elemére igaz az allitas.

Egy ,,Van olyan ...”, ,,Van koztiik ...” kezdetii allitas akkor igaz, ha az
alaphalmaznak van legalabb egy olyan eleme, amelyre igaz az allitas.

2. példa
Dontsd el, igazak vagy hamisak az alabbi allitasok a 11, 12, 13, 14, 15 sza-
mokral!

a) Mindegyik szam kétjegyii.

b) Mindegyik szam paros.

¢) Van koztiik olyan szam, amelyik 10-nél kisebb.

d) Van koztiik olyan szam, amelyben a szamjegyek 6sszege paratlan.
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Megjegyzés.

A, Minden” és a ,,Van olyan” szavak helyes hasznalatanak kialakitasahoz az
allitasok megallapitott logikai értékét mindegyik esetben indokoljuk. Példaul:
Az a) allitas azért igaz, mert az ,,A ... szam kétjegy(i.” nyitott mondatba behe-
lyettesitve a felsorolt szamok mindegyikét, igaz allitdsokat kapunk.

A ¢) allitas azért hamis, mert nincs egyetlen olyan szam sem a felsoroltak ko-
z6tt, amely igazza tenné A ... szam 10-nél kisebb.” nyitott mondatot (lasd
2.2.1. fejezet).

A, Minden” és a ,,Van olyan” kifejezések szoros logikai kapcsolatara mu-
tatnak ra a kovetkezd példak.

a) Hazugmondo azt mondja, hogy ,,A ladaban minden alma piros.” Igaz-
mondd hogy mondana ugyanezt?
Mondhatja, hogy ,,Nem igaz, hogy a laddban minden alma piros.”,
,»A ladaban nem minden alma piros.”, vagy ,,Van olyan alma a ladaban,
amelyik nem piros.”

b) ,,Katinak van olyan kényve, amelyik be van kétve.” Petire ez az allitas
nem igaz. Mit mondhatunk Peti kényveirdl?
LPetinek nincs olyan konyve, amelyik be van kotve.”, ,Petinek egyik
kényve sincs bekdtve.”, vagy ,,Petinek minden kdnyvére igaz, hogy
nincs bekotve.”

Allitas Tagadasa

Minden ... Nem minden ...
Van olyan ..., amelyik nem

Van olyan ... Nincs olyan ... (Egyik ... sem/sincs)
Minden ... nem/nincs

Az allitasok atfogalmazasa azt jelenti, hogy olyan, az eredetivel azonos
logikai értéka allitast alkotunk, melynek a tartalma is valtozatlan.

A logikai kotdszavak helyes hasznalataval a matematika, barmely szak-
nyelv és a koznyelv kapcsolatat is erdsitjiik, hozzajarulunk ahhoz, hogy gon-
dolatainkat minél pontosabban fejezziik ki anyanyelviinkon.
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3. példa
Mondjunk allitasokat az elemekr6l, majd dontsiik el, hogy igazak-e vagy

hamisak!
o A® L] A | boln]z][4][e]]s
Megoldas
Néhany lehetséges allitas:
@D A® L] A | [ol[n][z][4][s]]e
a) | Mindegyik alakzat piros. (I) Mindegyik szam paros. (H)
b) | Csak piros alakzatokat valasztot- | Csak paros szamok vannak
tunk. (I) a tablan. (H)
¢) | Van az alakzatok kozott piros. (I) | Van kozottiik paros szam. (1)
d) | Van olyan alakzat, amelyik nem | Van olyan, amelyik nem a 4 tobb-
kor alaka. (I) szorose. (1)
e) | Nem mindegyik alakzat kér. (I) | Nem mindegyik szam a 4 t6bb-
szorose. (1)
f) | Van olyan alakzat, amelyik nem | Van olyan szam, amelyik nem
piros. (H) paros. (1)
g) | Nem csak piros alakzatokat va- | Nem csak paros szamok vannak
lasztottunk. (H) a tablan. (I)
h) | Nincs az alakzatok kdzott piros. | Nincs kozottiik paros szam. (H)
(H)
i) | Egyik sem piros. (H) Egyik sem paros. (H)

Megjegyzések:
— A tablazat két oszlopaban szereplé allitasok logikai szerkezete paron-
ként azonos, tartalmuk azonban eltéro.
— Az a)-b), a d)—e), az f)—g) és a h)—i) allitasok egymas atfogalmazasai,
ugyanazt jelentik.

Osszetett allitasok az és, illetve a vagy kotész6 felhasznalisival
Két allitast valamilyen kotdszoval dsszekapesolva ujabb allitashoz jutunk,
azaz logikai miiveletet végziink.

Az és kotdszdval dsszekapesolt allitas pontosan akkor igaz, ha mindkét
tagmondata igaz. Az egyiittes informacidtartalom kifejezésére a kdznyelv-
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ben més kotoszavakat is hasznalhatunk, példaul: Péter és Pal megérkezett.
Péter, tovabba Pal megérkezett. Péter is, Pal is megérkezett.

Péter megérkezett, és Pal nem. Noha Péter megérkezett, Pal nem. Péter

megérkezett, de Pal nem.

A vagy kotészdval osszekapesolt allitast a kdznyelvben tobbféleképpen

értelmezhetjiik.

a) A megengedo értelemben hasznalt vagy kizarolag akkor igaz, ha leg-
alabb az egyik allitas igaz. A ,,Péter vagy Pal megérkezett.” mondat azt
jelenti, hogy vagy Péter, vagy Pal, vagy mindketten megérkeztek, azaz
megengedi a két allitas egyiittes igazsagat.

b) A kizdro értelemben hasznalt vagy a két allitas egyiittes igazsagat ki-
zérja. A ,,Péter ma délutan vagy moziba megy, vagy olvas.” allitassal
kizarjuk azt, hogy a két tevékenységet egyszerre végezze Péter. A koz-
nyelvben, ha hangsulyozni akarjuk a kizaré jelleget, a vagy kot6szot
gyakran megismételjik.

¢) A vagy kotoszot alkalmazzuk azokban az esetekben is, amelyeket a
kovetkez6 mondat példaz: ,,A pénzfeldobas eredménye fej vagy irds.”
Nem dobhatok egyszerre fejet és irast, de az sem fordulhat el6 a pénz-
feldobaskor, hogy sem fejet, sem irast nem dobok.

Az Gsszekapesolt allitasok értelmezéséhez mindig figyelembe kell venni a

tanulok anyanyelvi ismereteit.

4. példa
Igazak vagy hamisak az alabbi allitasok a logikai készlet nagy kék lyukas
haromszogére?

Ez az elem piros és lyukas. Ez az elem kék vagy kor.

Ez az elem nagy és kék. Ez az elem kék vagy haromszog.

Osszetett allitasok Ha ... akkor kétoszavakkal
Ha ... akkor szerkezetli mondatokat a mindennapi életben akkor fogalmazunk
meg, ha a két tagmondat tartalma k$z6tt valamilyen ok-okozati viszonyt fel-
tételeziink. Az ilyen szerkezet(i allitasokat szokas feltételes allitdsoknak is
nevezni,

Az ,Esik az es0.” és a ,,Felveszem a gumicsizmamat.” allitdsokat kétféle-
képpen is 6sszekapcesolhatjuk:

a) Ha esik az es6, akkor felveszem a gumicsizmamat.

b) Ha felveszem a gumicsizmamat, akkor esik az esd.
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Erezziik, hogy a két mondat jelentése nem ugyanaz, tehat a két tagmondat
felcserélésével az allitas tartalma megvaltozik.

A feltételes allitasokat mas kotdszavakkal is megfogalmazhatjuk. Példaul:
Ha Péter eljon, akkor eljon Pal is. Feltéve, hogy Péter eljon, eljon Pal is.
Amennyiben Péter eljon, eljon Pal is.

5. példa

Déntsd el, hogy igazak vagy hamisak az alabbi allitasok!
a) Ha egy szam oszthaté 6-tal, akkor oszthat6 2-vel is.
b) Ha egy szam oszthatd 2-vel, akkor oszthato 6-tal is.
¢) Ha egy szam paros, akkor oszthaté 2-vel.
d) Ha egy szam oszthatd 2-vel, akkor paros.

Megjegyzések:

— A fenti mondatokban szereplé egy hatarozatlan néveld altalanositast je-
lent, ezért az allitasokat (gy értjiik, hogy minden szamra igazak.

~ A ¢) és d) allitasokat helyettesithetjiik egyetlen allitassal: ,,Egy szam
akkor és csak akkor oszthato 2-vel, ha paros.” vagy ,,Egy szam kizdro-
lag akkor oszthaté 2-vel, ha paros.” A matematikai szaknyelv hasznalja
a pontosan akkor kifejezést is, de ez zavaré lehet ebben az életkorban,
mivel a pontosan szé altalaban a hibatlansagra utal.

Kovetkeztetések

A matematikai logikaban a kovetkeztetés azt jelenti, hogy két vagy tobb
allitasbol (feltételek) kiindulva megfogalmazunk egy ujabb allitast (kovet-
kezmény). Alsé tagozaton nem feladatunk a kovetkezmény helyességének
elemzése a matematikai logika eszk6zeivel, de egyszert kdvetkeztetéseket
végziink minden olyan esetben, amikor a tanuldk valaszaikat indokoljak, ér-
velnek valamely elképzelésiik helyessége mellett, vagy igyekeznek tarsaik
elgondolasait cafolni. Altalaban ilyen jellegii vitakra a 3—4. évfolyamon ke-
ritl sor.

6. példa

Aniké, Bori és Csilla egy-egy sportot vélasztanak a futas, az iszas ¢és a ke-
rékparozas koziil. Talald ki, melyik lany milyen sportot {iz, ha tudjuk, hogy
Anikd nem 0sz0.

Bori futé vagy sz6.

Csilla se nem kerékparozo, se nem futo.
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2.1.2. A halmaz fogalma, jelolése, szemléltetése

A halmaz, az elem, eleme fogalmakkal mar az évodaban is ismerkednek a
gyerekek anélkiil, hogy magukat a kifejezéseket hasznalnak. A halmazt mint
matematikai fogalmat a , halmaz” sz6 mellett példaul az ,,5sszesség”, ,,cso-
port”, ,kupac” szavakkal fejezziik ki. Az elem szinonimajaként a ,targy”,
egyed”, . dolog”, az eleme helyett pedig a (,,csoportba”, ,.kupacba”) ,,bele-
tartozik”, ,,kézotte van” szavakat hasznaljuk. A nyelvi megfogalmazas mel-
lett szem el6tt kell tartanunk, hogy a hangsily a fogalomalakitason van és
nem az elnevezésen. Példaul a 10-nél kisebb természetes szamok akkor is a
{0, 1, ..., 9} szamok halmazat jelenti, ha a megfogalmazasban nem jelenik
meg a halmaz sz6. A ponthalmazok meghatarozasakor is sokszor alakzatok-
161, formakrol beszéliink halmazok helyett.

A matematikai szovegekben a halmazokat nagybetiivel, elemeinek felso-
rolasat kapcsos zarojellel szokas jelolni. Alsd tagozaton azonban ezeket a
jelélésmodokat még nem hasznaljuk. A halmazokat elemeik k6zds tulajdon-
saga alapjan nevezzik el, az elemeket pedig egyszeriien felsoroljuk egymas
utan. Példaul egyjegyti szamok: 01234567 89.

A halmazok szemléltetésére gyakran hasznaljuk also tagozaton is a Venn-
diagramot annak megnevezése nélkill. Ezek a diagramok kiilonb6z6 sik-
idomok lehetnek, amelyekbe a halmazok elemeit rajzoljuk, irjuk. Rendsze-
rint megrajzoljuk az alaphalmazt, azaz a szoba johet6 dolgok halmazat is. Az
alaphalmazon beliil egy sikidom két halmazt szemléltet.

1. példa ) -
frd be az egyjegyti szamokat a halmazabra | Egyjegyd szamok
megfeleld részébe! (2.1. dbra)

Az alaphalmaz most az egyjegyl sza-
mok halmaza, ezt az abran a kiilsé téglalap
szemlélteti. A feladat szerint ezek koziil a
szamok koziil kell kivalasztani a 3 tobb-
szordseit, amelyek bekeriilnek a belsd sik-
idomba, a tobbi szamot (melyek nem t5bb-
szorosei a 3-nak) a belsé sikidomon kiviilre
irjuk a téglalapba. 2.1. ébra

Fontos tudatositanunk a tanulokban, hogy az egyjegyii szamok mindegyikét
el kell helyezniink az abran, és mindegyik szam csak egy helyre keriilhet.

A halmazokat cimkékkel latjuk el, igyekezve rovid, de egyértelmi elneve-
zéseket talalni. A cimke mindig abba a sikidomba keriil, amelyikre vonatkozik.

A 3 tobbszorosei
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A kiegészito halmaz fogalmanak alakita- 7 LEgyjegyCl szamok
sat segitheti, ha ezt a halmazt is kiilon cim- o
kén megnevezziik (2.2. dbra). 4 |

Ugyanezeket a halmazokat megjelenit-
hetjiik tablazatban is:

8

A 3-nak nem t('jbbszér('jseiul 5
A3 t()'bbszt‘)r()‘sei|

Egyjegyti szamok 0 °
3 tobbszorosei | 3-nak nem tobbszérdsei g
0369 124578 3
2.2 dbra

Mivel példankban szamhalmazokrdl van sz6, a halmazokat szamegyene-
sen is tudjuk szemléltetni példaul tigy, hogy fekete ponttal megjeldljiik a
3 tébbszoéroseit (2.3. dbra):

0123 45%67 829

2.3, dbra

(Ebben az esetben a halmazok elnevezését nem tudjuk feltiintetni.)

A fogalomalakitis szempontjabol, a gondolkodas rugalmassaganak fej-
lesztése végett fontos, hogy hasznaljunk tébbféle jelolést, szemléltetest.

2.1.3. Vilogatdsok egy szempont szerint

A targyak, személyek, ,,dolgok” stb. érzékelheto tulajdonsagainak megisme-
rése, felismerése, utanzasa, eldallitasa utan ezen tulajdonsagok szerint sokfé-
le 8sszehasonlitést, szétvalogatast, rendszerezést végeztethetiink. Ez képezi
a fogalomalkotas kiinduldpontjat.

Az egy szempont szerinti valogatas azt jelenti, hogy egy adott (alap)hal-
maz elemeibdl egy tulajdonsag alapjan elkiilonitiink egy halmazt. Ebbe a
halmazba keriilnek az adott tulajdonsaggal rendelkez6 elemek, a tobbi elem
- azaz amelyek nem rendelkeznek az adott tulajdonsaggal — alkotja az els6
halmaz kiegészitd halmazat (komplementerét).

A valogatas utan hasznos megbeszélni, hogy miket valogattunk ki, és mi-
ket nem. Példaul kivalasztottuk:
az osztaly tanuldi koziil a fitkat, de a lanyokat nem;

a logikai készlet elemeibdl a lyukasakat, de a telitetteket nem;
adott szamok koziil a parosakat, de a paratlanokat nem;
az abécé betilibdl a massalhangzokat, de a maganhangzdkat nem;

I
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— adott alakzatok kozill azokat, amelyeket csak egyenes vonal hatarol, de
azokat nem, amelyeket nem csak egyenes vonal hatérol.
Mikdzben a tanulok eléallitanak egy halmazt, és annak kiegészit6 halma-
zat, egy allitas tagadasardl is tapasztalatokat szereznek.

1. példa

Az osztaly tanuldi koziil a napkodzisek elmentek ebédelni. A tébbiek az osz-
talyban maradtak. Add meg tulajdonsaggal, hogy kik maradtak az osztaly-
ban!

2. példa
A hdromjegyti szamok koziil valogassuk ki azokat, amelyeknek legalabb két
szamjegye azonos! Mely szamokat nem valasztottuk ki?

Megjegyzés:

A feladatmegoldasok soran a legaldbb, legfeljebb szavak pontos értelme-
zésére is ki kell térni. Ezért a fenti példa utasitasat célszerli atfogalmazni:
»A haromjegyti szamok koziil valogassuk ki azokat, amelyeknek két vagy
harom szamjegye azonos!” A , Mely szamokat nem valasztottuk ki?” kérdés
megvalaszolasahoz ,,A szamnak legalabb két szamjegye azonos.” allitas ta-
gadasat kell helyesen megfogalmazni: ,,Nem igaz, hogy a szamnak legalabb
két szamjegye azonos.”, vagy atfogalmazva: ,,A szamnak minden szamjegye
kiilénbozs.”

Az egy szempontd valogatasok alkalmasak arra is, hogy a halmaz fogal-
mat kiterjessziik olyan halmazra is, amelynek egyetlen eleme sincs (iires
halmaz). Példaul: ,,Valogassuk ki a logikai készlet elemei koziil a hatszo-
geket!”

A vaélogatashoz kapcsolodd tevékenység lehet targyi manipulacio, de
végezhetjiik papiron rajzolassal, ragasztassal, szinezéssel. Az 6sszetartozd
elemeket Osszekothetjiilk vonalakkal vagy bekarikazhatjuk. A tevékenység
megvalasztasat befolyasolja az adott matematikai téma, a gyermekek fejlett-
ségi szintje. Ugyanazt a feladatot mas-mas tevékenységgel oldhatjak meg a
kiilonbozo fejlettségi szinten allo tanuldk. A tiszta fogalomalkotas érdekében
fontosnak tartjuk, hogy az egy szemponti valogatishoz se csupan egyfajta
tevékenység kapcsolddjon.
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3. példa
Az asztalon piros és kék babuk vannak. Tegyiik a piros babukat az egyik, a
tobbit a masik dobozba. Mely babuk keriiltek a masik dobozba?

Megoldas

Valaszolhatjuk azt, hogy a nem pirosak, de azt is, hogy a kék babuk keriiltek
a masik dobozba. A valasszal meghataroztuk a piros babuk halmazanak ki-
egészitd halmazat. Lathatjuk azt is, hogy a tagadas a nyelvi format tekintve
t5bbféle lehet: a tagadd mondatban szerepelhet a nem tagadészo, de nélkiile,
egy masik tulajdonsidg megadéasaval is azonosithatjuk, megfogalmazhatjuk
(,,cimkézhetjiik™) a kiegészit6 halmazt.

A kivetkez két példaban azt mutatjuk meg, hogy a halmazok és a logika
témakorok nem valaszthatdk el a tobbi matematikai témakortol, azokat at-
meg atszovik.

4. példa
Egy péksiitemény 35 Ft-ba keriil. A zacské, amelybe beletessziik az sszes
vasarolt péksiiteményt, 10 Ft.

a) Mennyit fizetiink 1, 2, 3, ..., 10 péksiiteményért és egy zacskoért?

b) 200 Ft-ért hany péksiiteményt vehetiink?

Megoldas
a) Kiszamoljuk, hogy kiilénbdzé darabszamok esetén mennyit kell fizet-
niink, tablazatba foglaljuk az 6sszetartozd szamparokat.
b) A fizetendd Ft-értékek koziil kivalogatjuk azokat, amelyek nem nagyob-
bak 200 Ft-nal, azaz ezt a halmazt két részre bontjuk aszerint, hogy az
elemei 200-nal nagyobbak vagy nem nagyobbak.

Péksiitemény (db) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
Péksiitemény + a zacsko ara (Ft) | 45 | 80 [ 115 | 150 | 185 | 220 | 255 | 290 | 325 | 360

Vehetiink tehat vagy 1, vagy 2, vagy 3, vagy 4, vagy 5 db péksiiteményt. Azt
is mondhatjuk, hogy legfeljebb 5 péksiiteményt vehetiink, azaz 5-nél tobb
péksiitemény nem telik ki a pénziinkbol.

139



5. példa

2,3, 5,9 szamkartyaink vannak.
a) Hany 300-nal kisebb szam képezhet ebbdl a négy szamkartyabol?
b) Hany ottel oszthatd szam képezhetd ebbdl a négy szamkartyabol?

Megjegyzés:

Ezt a feladatot abban az esetben sorolhatjuk az egy szempont( valogatasok
kozé, ha megkdveteljitk az sszes elem felsorolasat, és ezekbdl valogatjuk
ki a feltételnek eleget tevdket, azaz eldszor megalkotjuk a 300-nél kisebb
szamok halmazat, azaz az alaphalmazt. Természetesen a feladatot mas gon-
dolatmenettel is megoldhatjuk.

2.1.4. Vialogatisok tobb szempont szerint

Tobb szemponta valogatas esetében (hasonldan az egy szemponti valoga-
tashoz), eloszor az egyik szempont szerint dontjiik el, hogy az elem rendel-
kezik-e az adott tulajdonsaggal, vagy nem, azutin a masik szerint, és igy
haladunk tovabb az dsszes szempont alapjan. Lényegesen nehezebbek, de jol
algoritmizalhatok az ilyen tipusi feladatok.

Valogathatunk szamokat példaul 2-vel, 3-mal, 5-tel oszthatosaguk szerint.
Ekkor a feladat a szamelmélet témakérébe is tartozik. Valogathatunk sikido-
mokat kiilonb6z6 geometriai tulajdonsigok alapjan: példaul négyszog, van
két egyenld szoge, van derékszoge. Ekkor a feladat a megfeleld geometriai
fogalmak kialakitasat is szolgalja.

A vélogatisok alaphalmazanak és szempontjainak megfelel6 valasztasa-
val a tantargyak kozotti koncentraciora is lehetéség nyilik.

Valogatisok két szempont szerint
A két szempontd valogatasok az eredményként kapott két halmaz kolcsénés
helyzetétdl fiiggden kiilonbozd nehézségli feladatot jelentenek.

a) Els6 1épésként Gigy adjuk meg az alaphalmaz elemeit vagy a valogatas két
szempontjat, hogy ne legyen olyan elem, amelyik mind a két valogatasi
szempontnak megfelel. Az igy kialakitott két halmaznak nincs kdzos ele-
me (kiilonallok vagy diszjunktak).

1. példa

Valogasd ki a felsorolt él61ények koziil a ndvényeket és az allatokat!
sas, tulipan, kacsa, 16, hagyma, paradicsom, ember, majom, bliza, pok

140



ALLATOK: ©oviiiiriititeeise ettt ebe bt saea e e r e ebe e s bs e shn s r b h et d e b e
NOVENYEK: tuiiivcimassininiiinsvesuinsemsssrbnsseisssiaboss e sliisssaei oot sda s amois s vanivbs

Megjegyzés:
Az ilyen valogatasokhoz a kovetke-
z6 tipust halmazabrat hasznalhatjuk
(2.4. dbra):

Ha a valogatas eredményeképpen
az alaphalmaz minden eleme besorol-
hat6 az egyik vagy a masik halmazba,
a feladat egy szempontl véalogatas-
ként is felfoghatd.

2. példa

2.4. dbra

Valogasd kiilon a sikidomok koziil a haromszogeket és a téglalapokat! (2.5.
dbra) ird a szamokat a megfeleld helyre! (2.6. dbra)

| Sikidomok|
[Héromszb’gek[ ‘Téglalapokj

]
ANO—

=i

2.5. dbra

2.6. dbra

b) Kovetkez6 1épésként legyen az alaphalmaz elemei kozott olyan vagy le-

gyenek olyanok (de nem mindegyik), amelyek rendelkeznek mind a két

valogatasi szempontoknak megfeleld
tulajdonsaggal. Mivel a halmazabran
minden elem csak egyszer jelenhet
meg, ezeknek az elemeknek az elhe-
lyezéséhez mas tipusi halmazabrat
kell hasznalnunk. (2.7. dbra)

2.7. dbra
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3. példa Szamuok |

Képezz kétjegyli szamokataz 1,3, 6 M
szamjegyekbdl az 6sszes lehetséges
médon! ird a szamokat a halmazab-
ra megfelel6 részeibe! (2.8. dbra)

2.8. dabra

¢) A két halmazba valogatasok koziil a legtobb nehézséget az jelenti, amikor
az egyik halmaz minden eleme beletartozik a masik halmazba is. Ekkor
azt mondjuk, hogy az egyik halmaz részhalmaza a masiknak. A részhal-
mazkapcsolatot a 2.9. dbrdval szemléltetjiik.

4. példa
A 30-nal kisebb szamok koziil elébb valogasd ki a parosakat, majd a 4-gyel
oszthatokat! Toltsd ki a halmazabrat! (2.10. dbra)

130-nal kisebb

apelosehal)

2.9. dbra 2.10. abra

d) A két szempontl valogatasok specialis eseteként eljuthatunk két halmaz
egyenldségének megtapasztalasahoz is.

5. példa

A 402,204, 1203, 5001, 60, 600 szamok koziil valassz!
Atizesek helyén O all: ...,
Szamjegyeinek 65szege 6: ..oovvvieieiiiniiiee,

Megjegyzés.

A példaban szerepld halmazok egyenldk, mert ugyanazok az elemeik. Cél-
szerli azonban ramutatni arra, hogy maés alaphalmaz esetén ugyanezek a va-
logatasi szempontok nem feltétleniil eredményeznek egyenlé halmazokat.
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A halmazmiiveletek értelmezése

A halmazmiiveletekrol valtozatos tartalmi, de matematikailag azonos tipusi

példakon keresztiil szereztetiink tapasztalatokat. Ehhez als6 tagozaton elséd-

legesen olyan két szempontt valogatasokat vizsgalunk, melyek eredménye-
képpen a létrejovd két halmaznak van kdz6s eleme (de nem mind k6zos).

A kovetkezdkben ,,A 30-nal kisebb szamok koziil valogasd ki a 2-vel oszt-
hato, illetve a 3-mal oszthaté szamokat!” feladatbdl kiindulva vizsgaljuk a
halmazmiiveletek értelmezésének lehetdségét. A halmazmiiveletek (metszet,
unid, kiilénbség, szimmetrikus killonbség) megnevezésére alsé tagozaton
nem kertil sor.

A megoldast szemléltethetjiik szamegyenesen, tablazattal, Venn-
diagrammal:

a) Jeloljilk a szamegyenesen a 2-vel oszthaté szdmokat, azaz a 2 t6bbszo-
roseit ponttal, a 3-mal oszthaté szamokat, azaz a 3 tébbszoroseit kereszt-
tel! A szamegyenesr6l leolvashat6, hogy azokat a szamokat nem jeloltiik
meg, amelyek egyik tulajdonsaggal sem rendelkeznek. Azok a szamok,
amelyeket ponttal is és kereszttel is megjel6ltiik, mindkét tulajdonsaggal
rendelkeznek. (2.11. dbra)

L e e T e e S e B e e e e
01 2 3 456 7 8 91011121314151617 1819 20 2122 23 24 252627 28 29

2.11. dabra

b) irjuk be a tablazat megfeleld cellaiba a szamokat 0-t61 29-ig!

2-vel oszthatd szamok 2-vel nem oszthatd
szamok
3-mal oszthaté |0, 6,12, 18, 24 3:9;15;21;27
szamok
3-mal nem 2,4,8,10, 14,16, 20,22;(1;5;7;11; 13; 17, 19, 23;
oszthatd szamok | 26; 28 25;29
C) A feladat | 30-nal kisebb szamok 11 13 23 =

Venn-diagrammal
szemléltetve
(2.12. abra):
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Megjegyzések:

— Mar a kezdeti id6szakban, a konkrét tulajdonsagok felsorolasakor is szok-
tassuk a gyermekeket a halmazelméletben és a matematikai logikaban
megszokott kifejezések pontos hasznalatara (nem, és, vagy, mindegyik,
van olyan, egyik sem, a halmazok része, koz9s része, egyesitése stb.).

— Akét szempontu véalogatasok soran egyidejileg négy tulajdonsagot kell
figyelembe venniink. Az egyik és a masik szempont meglétét vagy meg
nem létét, azaz (2.18. dbra):

I. mindkét szempontnak meg-
feleld elemek halmaza (a
halmazok k&zos része)

II. csak az egyik szempontnak
megfeleld elemek halmaza
(a halmazok kiilonbsége)

I1. csak a masik szempontnak
megfeleld elemek halmaza
(a halmazok kiilonbsége)

IV. egyik szempontnak sem megfeleld elemek halmaza (a halmazok
egyesitésének kiegészitd halmaza)

A két megadott szempont természetesen lehet olyan is, hogy a létrejovo
két halmaz kiilonall6 lesz, vagy pedig részhalmazkapcsolatban van. A hal-
mazmilveletekrdl szerezhetd tapasztalatok korét ilyen tipust valogatasokkal
bovitjiik tovabb.

6. példa
Vilogasd ki a felsorolt sikidomok koziil a négyszogeket, illetve a téglalapo-
kat! (2.19. dbra) Ird a betiiket az Abra megfeleld részébe! (2.20. dbra) Fogal-

mazd meg sajat szavaiddal, hogy milyen tulajdonsagt sikidomok keriiltek
egy-egy részbe!

UAR
UL/ AV

2.19. abra 2.20. abra

s Sokszogek
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Megjegyzések:

1Sokszogek

— A példa alkalmas annak felis- (Négyszoge Téglalapok

mertetésére, hogy a téglalapok
halmaza részhalmaza a négyszo-
gek halmazanak. Més szavakkal:
minden téglalap négyszog, de
nem minden négyszog téglalap.

- Ha a2.20. abra Venn-diagramja 2.21. dbra
helyett a 2.21. abran szereplot
adjuk meg, akkor az abra kitSltése lehetdséget ad az lires halmaz megtapasz-
taltatasara, hiszen nincs olyan sikidom, amely téglalap, de nem négyszog.

Ketténél tobb szemponti valogatasok
A tobb szempontl valogatasok koziill az a legegyszeriibb eset, amikor az
alaphalmaz mindegyik eleme pontosan egy valogatasi szempontnak felel

meg (osztilyozds).

7. példa

ird be a kérdiagramba a hénapok nevét!

{rd be a targyak nevének alahiizott betiiit aszerint,
hogy melyik évszakra a legjellemzdbbek!
karacsonyfa, télikabat, nyuszi tojassal, kikerics,
strandruha, napernyd, napozoagy, cseresznye, le-
hullé észi falevelek, a te sziiletésnapod

(2.22. abra)

8. példa

Helyezd el a szamokat 20-tol
35-ig aszerint, hogy 5-tel osztva
mennyit adnak maradékul (0, 1,
2,3, 4 (2.23. dbra)

A t6bb szempontu valogatasok
értelmezése  1ényegesen nehe-
zebb abban az esetben, ha a
valogatas szempontjai olyanok,
melyek eredményeképpen egy-

2.22. dbra

2.23. dabra
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masba skatulyazott halmazokat kapunk. Az ilyen tipus valogatas a fogalmi
rendszerek kialakulasat, a fogalmak hierarchigjanak megértését is szolgalja.

9. példa
Helyezd el a megadott sikidomok betiijelét a halmazabraba! (2.24. dbra)

E;:] W Sikidomok
[~ % ( Sokszogek |

ﬁégyszégekl

A
S | [

2.24. dbra

Megjegyzés:

A feladattal a sikidomok rendszerezését gyakoroltatjuk, példak és ellenpél-
dék segitségével értelmezziik a sikidom, sokszdg, négyszog fogalmakat, és
vizsgaljuk a fogalmak kozotti kapcsolatokat. Ez a feladat nehéznek szamit
az also tagozaton.

Kiegészité anyagként végezhetiink hdrom szempontu valogatasokat, de a
részletes targyalas mar a felsd tagozat feladata.

10. példa
Ird be a halmazabraba az alabbi szavakat: fut, ég, bolond, és, tiiz, asztal, be-
sz€l, er8s, ketté! Sorold fel a kétféle szofajh szavakat! (2.25. dbra)

Szavak ]
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Megjegyzés.
Jelentésen leegyszerisitette a feladatot az, hogy az alaphalmazban nem sze-
repelnek olyan szavak, amelyek egyszerre igék és fonevek.

2.1.5. Avdlogatdsokhoz kapcsoléde feladatok tipusai

Valogatas a tanulé sajat szempontja szerint

A sajat szempontu valogatasoknal az els6 1épésként a tanulok eldontik, hogy
mi(k) legyen(ek) a valogatas szempontja(i). A masodik 1épés — altalaban ez
bizonyul konnyebbnek — az elemek valogatasa, azaz halmazba (halmazok-
ba) rendezése. A megoldasok megbeszélésekor megtapasztaltathatjuk, hogy
ugyanannak az alaphalmaznak az elemei tobbféleképpen is rendezhetok.
Szinte végtelen a valogatasra valaszthato targyak és a valogatds szempont-
jainak szama. Valogathatunk terményeket fajtajuk, méretiik, sziniik, alakjuk
szerint, de szubjektiv szempontok is szoba johetnek (tetszik, szeretem stb.).
Vélogathatunk kartyakat a rajtuk szereplé abrak szerint, szamokat, szavakat
(szam- és szokartyakat) valamely tulajdonsag szerint. Domindkat csoporto-
sithatunk a pottyok szama, a pottyok szamanak 6sszege, kiilonbsége, osztha-
tosaga vagy a pottyokbdl képzett kétjegyli szamok valamilyen tulajdonsaga
szerint. Halmazokba rendezhetjiik a logikai készlet elemeit sziniik, alakjuk,
meéretiik alapjan.

Valogatas a tanito dltal adott szempont szerint

A valogatasnak ezt a formajat iranyitottnak nevezziik. A tanitd megadja
az(oka)t a szemponto(ka)t, amely(ek) alapjan a tanuldk az alaphalmaz ele-
meit rendezik. Megfelelden megadott valogatasi szempontokkal alakithatjuk
a halmaz, a részhalmaz, a halmazmiiveletek fogalmait, ugyanakkor segithet-
jik egyéb célzott fogalom kialakitasat, vagy visszajelzést kaphatunk arrol,
hogy a tanulé milyen mértékben sajatitotta cl, épitette be az adott fogalmat
meglévo ismereteinek rendszerébe.

Megkezdett valogatas folytatasa

Altalaban a sajat szempont szerinti valogatast végezziik el a legkonnyebben.
Ennél kissé nehezebb feladatnak tiinik az adott szempont szerinti valogatas,
¢s még nehezebb a megkezdett valogatas folytatasa, mert ebben az esetben
el6szor meg kell taldlni a valogatis szempontjat (vagy szempontjait), azt a
tulajdonsagot, amely szerint elkezdddott a valogatas, majd meg kell keresni
a megfeleld 0j elemeket a valogatas folytatasahoz. A megkezdett valogatas-
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hoz kot6do feladat lehet a tovabbi elemek szétvalogatasa (rakosgatassal, raj-
zolassal, szoban vagy irasban), a kézos tulajdonsag verbalis meghatarozasa,
azaz cimkézése vagy mindkettS. Ez utobbi esetben el kell donteniink, hogy
melyiket kérjiik elobb. A gondolkodas rugalmassaganak fejlesztése szem-
pontjabdl hatékonynak tekintjiik azokat a feladatokat, amelyeknek egy-egy
tanuld vagy tanulocsoport tobb megoldasat is megadhatja. Amennyiben egy
fogalom megértésére, kialakitasara, elmélyitésére vagy ellendrzésére foku-
szalunk, célszerlibb olyan valogatast megkezdeni, amely az adott fogalom
szerinti csoportositast koveteli meg.

1. példa

A0,3,7,15,20,30,40, 72,9, 32 szamok koziil valamilyen szempont alapjan
mar kivalasztottuk a 0-t és a 3-at.

Folytasd a valogatast tobbféleképpen!

0,3, .o,

0532 rrm- . .2

Mely szamokat valogattad ki?

(A vélasz: példaul a 3 t5bbszordseit vagy az egyjegyiieket.)

Mely szamokat nem valogattad ki?

(A valasz: példaul azokat a szamokat, amelyek nem oszthaték 3-mal, vagy
azokat, amelyek nem egyjegytiek.)

A vilogatasokkal 6sszefiiggd jatékokban az elemek kozos tulajdonsaga-
nak felismerésével s ennek alapjan tovabbi elemek meghatarozasaval egy-
szerll és Osszetett allitasok megfogalmazasat is gyakoroltatjuk.

A meghatdrozos jatékokban a feladat a tanitd vagy az egyik tanulé adott
valogatasardl a felismert kozos tulajdonsag meghatarozasa verbalisan vagy
tevékenységgel.

A barkochba jaték kiilonb6zd valtozataiban ugyancsak sziikség van ar-
ra, hogy a tanuldk felismerjék, megfogalmazzak bizonyos elemek kozos
tulajdonsagait. A vdlogatdés barkochbdban Kirakjak az alaphalmaz ele-
meit, majd egy-egy eldéntend6 kérdésre adott valasz alapjan az asztalon
hagyjdk a valasznak megfelel6ket. Végiil mar csak a megfejtést jelentd
elem marad elottik. A hagyomdnyos barkochbdban mar az elemek kira-
kasa nélkiil, a kérdésekre adott igen-nem valaszok alapjan kell kitalalni,
hogy mire gondoltunk; ennek a barkochbanak ismert az igazmondds és a
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hazudds valtozata is. A néma barkochbdban az alaphalmaz elemeinek a
csoportositasaval kell kitaldlni a gondolt elemet, a reldciés barkochbdaban
az alaphalmazbol kivalasztott két-két elem alapjan kell meghatarozni a
k6zds tulajdonsagot.'

»Elrontott” valogatasok javitisa
Az eldre megadott szempont szerinti valogatas specialis esetének tekintheto,
ha az elemek kozott van oda nem ills. Ekkor a feladat ezen elemek megkere-
sése. Ezek a ,,kakukktojas” tipusu feladvanyok. Els6 [épésben fel kell ismerni
egy olyan tulajdonsagot, amely egy kivételével minden elemre vonatkozik.
Ezt kdvetden meg kell keresni a , kakukktojast”. Végiil meg kell fogalmazni
a valogatas szempontjat, és megindokolni, hogy a kivalasztott elem miért
nem felel meg ennek. Utolso 1épésként azt is meghataroztathatjuk, hogyan
lehetne modositani az elemet, hogy beletartozzon a halmazba.

Ha az elemeket Ggy valogatjuk 3ssze, hogy egy-egy elemnek a tulajdon-
sdga mas-mas szempontbol eltér a tobbi elemétdl, akkor tobb megoldast ka-
punk.

2. példa
Melyik alakzat nem illik a t&bbi kozéE?

2.26, dbra

Megoldas
Az elemeket csoportosithatjuk:
— szin szerint: ebben az esetben balrdl az els6 elem a kakukktojas, mert ez
kék, a tobbi pedig piros;
— lyukassdg szerint: ebben az esetben balrdl a masodik elem a kakukkto-
jas, mert ez tomor, a tobbi pedig lyukas;
— alak szerint: ekkor a kozéps6 elem a kakukktojas, mert ez haromszog,
a tobbi pedig kor;
— méret szerint: ekkor a jobbrol a masodik elem a kakukktojas, mert ¢z
nagy, a tobbi pedig kicsi.

1 Részletes jatékleirasok talalhatok Makara Agnes: Matematika és modszertana 6vodapedagogusok sza-
mara — Halmazok, logika, kombinatorika, valdsziniiség (ELTE TOFK, 2003) cimii konyvében,
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2.2. Nyitott mondatok

A nyitott mondat a logikai fliggvény alsé tagozatos elnevezése. Olyan spe-
cialis fliggvényt jelent, amelynek értelmezési tartomanya egy halmaz, érték-
készlete pedig az igaz és a hamis logikai értékekbd] all. A nyitott mondat te-
hat nem éallitas, de ha a benne szerepld ismeretlen vagy ismeretlenek helyére
konkrét dolgot: az értelmezési tartomany egy-egy elemét helyettesitjiik, ak-
kor mar egy igaz vagy egy hamis allitast kapunk. A nyitott mondatot igazza
tevd elemek alkotjak az Gn. igazsaghalmazt.
Néhany példa a nyitott mondatok sokféleségére:

agMa _ van,éseza____ Ora
b) A narancssarga rud révidebb, mint a
¢) A 18 tobbszorose a _ -nak.
d)12dlJ21

e) 245 8=3

pHoet+tA=15

g2 -0+3.A=12
h)12<0O-4<20

) 7> A>10

p2-0-0=0

Az alsé tagozaton el6fordulo nyitott mondatok tobbféleképpen osztalyoz-

hatok:

— Ertelmezési tartomanyukat szavak (a, b), szamok (c, f g h i, j), geo-
metriai alakzatok, relacios (d) vagy miiveleti jelek (e) egyarant alkot-
hatjak.

— A benniik el6forduld valtozok szama szerint beszélhetiink egy- vagy
tobbvaltozos (a, g példa) nyitott mondatrdl,

- Egy nyitott mondat lehet megoldhatatlan (i) vagy megoldhaté (a, b, c,
d, e, f, g h j). Ez utébbi esetben a megoldasok szama (az igazsaghal-
maz elemszama) lehet egy (o, d, ¢, f g) vagy tobb (b, ¢, h, j).

— A szamokon értelmezett (in. algebrai alaki) nyitott mondatok meg-
jelenési formajukat tekintve egyenletek, egyenl6tlenségek vagy
egyenldtlenségparok. Ha egy nyitott mondatot az értelmezési tartoméany
minden eleme igazz4 tesz, akkor azonossagrol beszéliink (j).
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2.2.1. A nyitott mondat fogalmi kialakitdsa

A nyitott mondat fogalmi kialakitasakor nem szabad figyelmen kiviil hagyni
a fenti példakbdl és a rendszerezésbdl is kovetkezd sokféleséget. A tanitas
soran sem sz{kithetjikk le ennek a témakdrnek a feldolgozasat pusztan az
egyenletek és egyenldtlenségek megoldasara.

Olyan fogalmat alakitsunk ki a tanuldkban, hogy egy mondatbol vagy egy
osszefliggésbol valami hidnyzik, és ennek a hidnynak a potlasaval igaz vagy
hamis allitashoz jutunk. A kezd6 szakaszban az ismeretlen konkretizalasat, a
behelyettesitési tevékenységet valtozatosan gyakoroltathatjuk. Az 1-2. évfo-
lyamnak széant feladatok t6bbségében az igazza és a hamissé tevés parhuza-
mosan van jelen, a két tevékenység egymassal egyenértékdl.

A nyitott mondat, az ismeretlen, a behelyettesités és az igaz/hamis fogal-
mak kialakitasdhoz és megszilarditasihoz mind a négy évfolyamon hasznal-
junk kdznyelvi és matematikai példakat!

A behelyettesités argumentumat, az alaphalmaz elemeit bizonyos esetek-
ben el6re rogzitjiik. Ennek megvalasztasatdl fiiggden egy nyitott mondatnak
lehet egy vagy t6bb megoldasa, de az is eléfordulhat, hogy nincs megoldasa
(megoldhatatlan). Példaul az x -+ 2 > 13 egyenl6tlenség a 20-as szamkorben
megoldhato, az egyjegyii szamok kérében viszont nem.

1. példa

ird a 15, 26, 32, 37 szamokat a megfelelé helyre. Igazza tegyék a nyitott
mondatot!

A 4-gyel osztva 0 maradékot ad. A 4-gyel osztva | maradékot ad.
A 4-gyel osztva 2 maradékotad. A 4-gyel osztva 3 maradékot ad.

2. példa

Tedd igazza! Tedd hamissa!

A test téglatest. A testkocka.

Az test nem siklap test. Az test élei ugyanolyan hossziak.
Az __ test minden lapja haromszdg. A ésa __ testnek ugyanannyi

csdcsa van.
(2.27. dbra) .

2.27. dbra

N
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Ha nem adjuk meg az alaphalmazt, akkor ennek alapvet6en két oka lehet:

I. Barmilyen szamra vagy dologra gondolva egyértelmi{i megoldasa van a
feladatnak:

3. példa
Ird be a hianyzé szorzot €s a hianyzd dsszeadandét! Az dsszeadandé kisebb
legyen, mint a szorzando!

26 44 52
1.3+0 0-8+0 0.7+0
[(1-5+0 -7+ 0 (1.9+0

II. A legbdvebb ismert szamhalmazt tekintjiik alaphalmaznak:

4. példa

Mely szamok teszik igazza (hamissa) az egyenlétlenséget? frd a vonalakra!
§<O-4

O: (i) O (h)

Megjegyzés:

Ha ez utébbi feladat az 1. évfolyamon hangzik el, akkor a 20-as szamkor és
a kivonas elvégezhetdsége miatt arra szamithatunk, hogy a tanulok csak 4 és
20 kozotti természetes szamokat fognak kiprobalni. Ennek ellenére biztos
lesz olyan gyerek, aki példaul azt mondja: ,,A 30 is igazza teszi, sét a 100
is.” A 4. évfolyamon pedig el is varjuk, hogy példaul a 3-ra azt mondjak:
,Hamissa teszi.”

Néhany tovabbi észrevétel:

— A nyitott mondatokban szerepld ismeretleneket kiilonb6z6 mddon je-
I16Ihetjiik. Az 1-2. évfolyamon inkabb a keretszerii jelolésmod (O, A,
L1, <&, ...) ajanlatos. Az ismeretlenck jeldlésére olyan sikidomokat
vegyiink fel, amelyekbe bele lehet irni. Ez a tanulok szaméara megkony-
nyiti a behelyettesitéssel kapott allitas értelmezését, mivel az lathatova
is valik.

— Egy nyitott mondat olvasasakor (és megoldasakor is) az ismeretlenre
irdnyitsuk a figyelmet! Ezt ugy érhetjiik el, ha a szokasos balrél jobbra
haladas helyett az ismeretlennel kezdjiik az olvasast. Példaul a 15 +[1>
9 + 8 egyenldtlenség helyes olvasasa: ,,Valamennyit hozzaadtam a 15-hoz,
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igy a 9 + 8-nal nagyobb szamot kaptam.” A behelyettesitésekkel kapott
allitasok olvasasa viszont balrol jobbra torténjen!

3—4. évfolyamon a valtozok jeldlésére mar batran hasznalhatunk beti-
ket vagy tetsz6leges, nem keretszerti szimbdélumokat. Ezt természetesen
csak akkor tehetjilk meg, ha a tanuldéknak mar nincs sziiksége a behe-
lyettesités lathatova tételére, azt méar gondolatban is el tudjak végezni.
Egy-, két-, sét haromvaltozos nyitott mondatok mar 1. évfolyamtdl
kezdve szerepelnek a tananyagban. A szoveges feladatokba agyazott
p6tlasi és bontasi problémak szamtannyelvii lejegyzése kivalo alkalmat
biztosit a nyitott mondatok felirasara és megoldasara.

A nyitott mondatok konkretizalasanak fontos szabalya, hogy ugyanan-
nak a jelnek a helyére csak ugyanazt a dolgot helyettesithetjiik. Példaul
a A + A = 14 egyenlet probalkozassal torténd megoldasanal nem ir-
hatunk az egyik haromszdgbe 6-ot, a masikba pedig 8-at. Ennek meg-
forditasa viszont nem igaz: killonboz6 jelek helyére ugyanazt a dolgot
is irhatjuk. Példaul a & +[J +O =21 haromtagy bontasi feladatnal
mindhérom ismeretlen helyére irhatunk 7-et.

A tanitdk egy része alkalmazza a ,,0” jelolést. Nem szerencsés, mert
tal korai ennek a szimbolumnak a hasznalata az alsé tagozaton. Ha azt
akarjuk jelezni, hogy még nagyon sok, a nyitott mondatot igazza vagy
hamissé tevd szam van, akkor elégedjiink meg a harom pont lejegyzé-
sével. Ha az igazsaghalmaz nagyon sok, de csak véges szami elembdl
all, akkor tiintessiik fel a legnagyobb elemet. Ha pedig végtelen, akkor
ne zarjuk le a felsorolast a ,,00” jellel. Példaul a 10 <2 O —40<200
egyenldtlenségpart a 26,27, 28, ..., 120 egész szamok, a3 - A+ 1> 13
egyenlStlenséget az 5, 6, 7, ... egész szamok teszik igazza.

A nyitott mondatokkal valo ismerkedés fejleszti a tanuldk itéloképességét €s

szamolasi készségét. A megoldasok keresése, az igazsaghalmaz meghatarozasa
kozelebb viszi Sket a valtozo és a halmaz fogalmanak jobb megértéséhez.

A nyitott mondatok alsé tagozatos tanitasanak azonban nem ez az egyet-
len célja. Az egyik fontos alkalmazasi lehetoséget a valtozok kozotti fligg-
vényszerli 6sszefiiggések szamtannyelvi lejegyzése szolgaltatja. Osszetarto-
z6 szamparok, szamharmasok kzott felismert kapesolatot nyitott mondattal
jegyezhetiink le (lasd 5.2.2. és 5.2.3. fejezetek).

A nyitott mondatok a tanulok modellalkotasi képességének fejlesztésében

is komoly szerepet jatszanak. A szdveges feladatok egy részét — az adatok
és az ismeretlenek kozotti Osszefliggések felirsaval — nyitott mondatokkal
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modellezhetjiik, amelyek egyuttal megoldasi tervként is szolgalnak. A to-
vabbiakban részletes utbaigazitast adunk az algebrai alaki nyitott mondatok
fajtairél, megoldasi moédszereirdl és modellként valé alkalmazasarol.

2.2.2. Egy ismeretlent tartalmazo nyitott mondatok és megolddsi
mddszereik

A nyitott mondatok tobbféleképpen osztilyozhatdk, példaul a valtozok sza-

ma, a megoldasok szama, a miiveletek szama vagy akar a feltételek szdma

szerint is.

Az ismeretlen (véltozo, ,,valamennyi”) nyitott mondatban elfoglalt helyétd]
figgden beszélhetiink explicit és implicit alakd nyitott mondatokrdl. Az isme-
retlen meghatarozésa az explicit alak( nyitott mondatoknél egy miivelet vagy
egy muveletsor kiszamitasat jelenti, amihez — a miiveletvégzés sorrendjének
ismeretét feltételezve — csak szamolni kell tudni. Példaul a 7 - 9 — 45 =LInyi-
tott mondat ismeretlenjét (vagy egyszeriibben fogalmazva: a 7 - 9 — 45 szam-
feladat eredményét) két Iépésben, két miivelettel szamithatjuk ki.

Az implicit alaku nyitott mondatokban az ismeretlen nincs kifejezve, azt
»burkoltan” tartalmazzak. Példaul: [ -+ 120 = 410 vagy 3 -x — 120 = 400.

A tovéabbiakban — fontossdgukra és nehézségiikre tekintettel — az implicit
alaku nyitott mondatok also tagozaton targyalhatd megoldasi modszereit te-
kintjiik at. Ezek a nyitott mondatok algebrai alakjukat tekintve egyenletek,
egyenldtlienségek vagy egyenldtlenségpdrok.

Megjegyzések:

— Sokan vitatjak, hogy a [] =, szamfeladat” alakt egyenldségeket egy-
altalan tekinthetjiik-¢ nyitott mondatoknak (logikai fiiggvényeknek).
Kétségtelen tény, hogy a [ helyére kiilonboz6 szamokat helyettesitve
igaz vagy hamis allitast kapunk, vagyis specialisan ebben az esetben
is nyitott mondatrdl beszélhetiink. Ugyanakkor a miveletsor kiszami-
tasaval azonnal megtudhatjuk, hogy mely szam teszi igazza az egyen-
16séget. A megoldast, a [] helyes értékét tehat nem keressiik, hanem
egyszerlien kiszamitjuk.

— Ezzel 6sszefliggésben az is felmeriil, hogy érdemes-e egy szamfeladat
eredményére ismeretlent bevezetni. Ha igy tesziink is, akkor sem gon-
dolhatjuk, hogy ezekkel a , kiszamolds” feladatokkal ki is meritettiik
a nyitott mondatok problematikajat. Ez olyan képtelenség, mintha
példaul a sokszogek tulajdonsagainak feltarasakor mindig csak tégla-
lapokra korlatozodnank. A tanulok l4tjak karat, ha nem foglalkozunk
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kelld mélységben és mennyiségben a ,,valddi”, az implicit alak( nyitott
mondatokkal.

Egyenletek megoldasa

Az ilyen alakl nyitott mondatok megoldasa
1. probalgatassal,

II. mavelettel,

I, lebontogatéssal,

V. rajz segitségével,

V. ,.tal kicsi — tal nagy” médszerrel vagy
VL. kovetkeztetéssel torténhet.

1. Megoldds probalgatdssal

A legegyszeriibbek azok az egyenletek, amelyek egyik oldalan szam, masik
oldaldn pedig egy szam és az ismeretlen valamilyen mivelettel valé dssze-
kapcsolasa szerepel. Els6 évfolyamon ez a miivelet 6sszeadas vagy kivonas,
masodik évfolyamtdl kezdve viszont barmelyik alapmiivelet lehet.

Ennek megfelelden a feladat a hianyzo 6sszeadando, kisebbitendé vagy
kivonando, illetve valamelyik szorzotényezd, osztando vagy oszté meghata-
rozésa. (Példaul: 13 — = 5 vagy 9 - [1=36.)

Egy-egy 0j mivelet bevezetésének, fogalmi kialakitasanak idészakaban
még nem varhatjuk el a tanuldktol, hogy az ismeretlent miivelettel szamitsak
ki. [lyenkor még csak a probalgatas, a t6bbszori behelyettesités mddszerét
alkalmazhatjak tudatosan, mikdzben fejben szamolnak. A 13 —[1= 5 feladat-
nal példaul kiprobalhatjak a 10-et, és észrevehetik, hogy igy tal sokat vettek
el (helyesebben tul nagy szamot vontak ki).

A tovabbi probalkozasoknal — ez irany( tapasztalataiktdl fiiggéen — figye-
lembe vehetik az adott miivelet tulajdonsagait. Ebben a feladatban példaul a
kivonasnak azt a tulajdonsagat, hogy ugyanabbdl a szambdl kisebb szamot
kivonva az eredmény nagyobb lesz. Vagyis 10-nél kisebb szammal érdemes
prébalkozni. A kelld jartassag a miveletvégzésben a probalgatasos médszer-
nél gyorsan eredmeényre vezet.

Azokat a feladatokat is ide sorolhatjuk, amelyek az alaphalmaz 6sszes ele-
mének behelyettesitését varjak el a tanuldktol. Ezaltal azt is megtudhatjak,
hogy mely szamok teszik hamissa a nyitott mondatot.

157



1. Megoldds a miiveletek kizotti kapcesolat alapjan

A miivelettel torténd kiszamitasra ezeknél az egy miiveletet tartalmaz6 nyi-
tott mondatoknal csak akkor keriilhet sor, ha a tanulok mar kellé tapaszta-
latot szereztek az ellentétes mitveletek (az dsszeadds és a kivonds, a szor-
zas és az osztds) kapcsolatardl. Ezeknek a tapasztalatoknak az egyik része
a miveletek (példaul a kivonas Osszeadassal, az osztds szorzassal torténd)
cllendrzésére, masik része a miveletek tulajdonsagaira (példaul a tagok vagy
a tényezok feleserélhetdségére) vonatkozik.

Megkonnyiti az ismeretlen kiszamitdsanak magyarazatat, ha a nyitott
mondatot nyilakkal is lejegyezziik, illetve rajz segitségével is lattatjuk a sza-
mok és az ismeretlenek viszonyat.

Az egymiiveletes nyitott mondatoknal — az ismeretlent6l fiiggden — hat
alapesetet kiilonboztethetiink meg. Az ismeretlen kiszamitdsanak mikéntjét
egy-egy példan keresztiil mutatjuk be.

a) A hianyz6 0sszeadandot kivonassal hatarozhatjuk meg,.

+190
- 190 =720 ©<Tg—o> 720 C>=720-190
b) A hidnyz6 kisebbitendét Gsszeadassal hatarozhatjuk meg.
-190
O -190=7530 O:@- 530 C=530-190

¢) A hianyz6 kivonandot kivonassal hatarozhatjuk meg.
_-—V
720- =190 720 «— 190
o

Ha az ismeretlent helyesen hataroztuk meg, akkor az ellenérzésnél a
190 + O =720 egyenldségnek is teljesiilnie kell.
Ez pedig egy potlasi feladat (a) eser), tehat

> =720-190
d) A hidnyzé szorzétényezOt osztassal hatdrozhatjuk meg.
-5
O-5=35 O =735 O=35:5
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e) A hianyzé osztandot szorzassal hatarozhatjuk meg.
)
:7=35 <:><_7—’5 O=5-7

f) A hianyzo osztdt osztassal hatarozhatjuk meg.
)
35:=5 35 &= 5
-

Ha az ismeretlent helyesen hataroztuk meg, akkor az ellenérzésnél az

5- O =35 egyenloségnek is teljesiilnie kell.

A feladatot a hianyz6 tényezb meghatirozasara vezettiik vissza (d) eset),
tehat CO =35 : 5.

Megjegyzés:

A hat alapesetnél megfigyelhetjiik, hogy bizonyos esetben az ismeretlent a
nyitott mondatban szereplé mivelettel ellentétes, maskor pedig vele meg-
egyez6 mivelettel szamithatjuk ki.

I1I. Megoldds lebontogatdssal

A lebontogatas modszerét azoknal az egyenleteknél hasznalhatjuk, amelyek
egyik oldalan szam all, a masik oldalan pedig az ismeretlen valamilyen /i-
nedris kifejezése (példaul: 5-[]1—7=38). A mddszer elnevezése onnan ered,
hogy az eredeti egyenletet lebontjuk, vagyis (egyre) egyszer(ibb egyenletté
alakitjuk. Az ismeretlenhez igy néhany 1épésben jutunk el, mikozben a mii-
velettel torténd kiszamitas hat alapesetének valamelyikét alkalmazzuk.

Egy egyszeriibb és egy Gsszetettebb pelda:
a) 100 : [+ 17 =37
1. 1épés: 100 : [J = 20, mert 20 + 17 =37.
2. 1épés: []=100:20=5, mert5-20=100.

b)2-GB-x+1)-9=17
1 lépés:2-3-x+1)=17+9

2. 1épés:2-(3-x+1)=26
3 1épés:3-x+1=26:2
4. lépés:3-x+1=13

5. 1épés:3-x =12
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6. 1épés:x =12:3
7. lépés: x =4

Az egyenletek megoldasat az eredeti egyenletbe helyettesitéssel ellendriz-
tessiik a tanulokkal.

Megjegyzés:

A lebontogatassal torténd megoldas megértését segiti, ha az egyenletet az
ismeretlenbd! kiindulva nyilakkal jegyezziik le. igy a végeredménytél visz-
szafelé haladva ellentétes miiveletekkel juthatunk el az ismeretlen meghata-
rozasahoz. Példaul a b) feladatnal:

+1 57 =3

xLQ—»O——»O » 17

A fennmaradé harom egyenletmegoldasi moédszer bemutatasara lassuk
ugyanazt a példat: 5 - x = x + 96.

1V, Megoldis rajz segitségével (szakaszos dbrdzoldssal) (2.28. dbra)

i X X i X : X X
) L) L] Ll 1

X 96
I {

2.28. dbra

A rajzrdl leolvashato, hogy 4 - x =96, amibdl x =96 : 4 =24,

V. Megoldds a ,,tul kicsi — tal nagy” mddszerrel

Adjunk x-nek kiilonb6zo értékeket, és szamitsuk ki a nyitott mondat bal és
Jjobb oldalanak értékét ezeken a helyeken! Hasonlitsuk Gssze a kapott két
szamot, ¢s ezt vegyiik figyelembe a kovetkez6 x érték megvalasztisakor! Ez-
altal a nyitott mondat megoldasahoz fokozatosan (,,egymasba skatulyazott”
intervallumok sorozataval) jutunk el.

x | Sex x+96
10 50| < 106

100 500| > 196 A megoldas tehat 10 és 100 kozott van.
50 250 > 146 A megoldas tehat 10 és 50 kozott van.
201 100| < 116 A megoldas tehat 20 és 50 kozott van.
25 125 | > 121 A megoldas tehat 20 és 25 kozott van.
241 120] = 120 A megoldas tehat a 24.
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Az ismeretlen fokozatos megkdzelitését a szamegyenesen is szemléliethet-

jik (2.29. dbra):

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

2.29. dbra

VI. Megoldds kovetkeztetéssel (az eltérés valtozdasanak megfigyelésével)
Helyettesitsiink az x helyére egymast kovetd szdmokat (szdmszomsze-
dokat)!

Szamitsuk ki a bal és a jobb oldal értékét, majd ezek kiilonbségét (helye-
sebben eltérését) is!

X Sex | x+96 | Eltérés
10 50| 106 56
. 4 11 55| 107 52 ¢ »
N w 12 60| 108 48 »
+ 12l 24| 120] 120 0 —48

Megfigyeltethetjiik, hogy ha az x helyére 1-gyel nagyobb szdmot irunk,
akkor az eltérés 4-gyel csvkken. Ahhoz, hogy az eltérés 0 legyen, még 48-cal,
azaz 12 - 4-gyel kell csokkenteniink. Tehét az x-et az utols6 probalkozashoz
(12) képest még 12-vel kell ndvelniink. Igy az egyenlet megoldésa:

x=12+12=24.

Megjegyzések:

— Az V. és a VI. modszert tervszeril probalgatasnak is nevezhetjiik.

— Az egyenletek altalanos megoldasi modszerét, a mérlegelvet alsé tago-
zaton még nem tanitjuk. Ennek targyalasara csak a 6. évfolyamon keriil
sor.

— Az emlitett hat, alsé tagozaton targyalhat6 egyenletmegoldasi médszer
koziil az elsé négy csak bizonyos, egyszeriibb alakil egyenletek meg-
oldaséra alkalmas. Univerzalisan alkalmazhaté viszont az V. és a VL.
eljaras.

— Onmagaban is érdekes, de a fliggvényszerli gondolkodas kialakitasaban
kiildnosen hasznos a kdvetkeztetéssel torténé megoldas.
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Egyenlétienségek megoldasa

Az egyenlotlenségek megoldasa alsé tagozaton prébalgatassal vagy terv-
szerll probalgatassal torténhet. A tervszerii probalgatasnal eloszor azt a leg-
kisebb, illetve legnagyobb természetes szamot célszerti megkeresni, amely
még (mar) igazza teszi a nyitott mondatot. Ebben a keresésben érdemes az
adott <, >, <, > relaciot els6 megkozelitésben egyenloséggel helyettesiteni,
vagyis az egyenlotlenséget egyenletnek tekinteni. A megoldas- vagy igaz-
saghalmaz t6bbi elemének tudatos meghatarozasakor az alapmiiveletek tu-
lajdonsagaira tamaszkodhatunk. Azokra az elemi 6sszefiiggésekre, amelyek
az 0sszeg, a killonbség, a szorzat és a hanyados valtozasara, illetve valtozat-

lansagara vonatkoznak.

Két példa:
a) L1+8>15
Ha a ,>” relaci6 helyére ,,=> jelet irunk, akkor al1-+ 8 = 15 potlasi feladat
megoldasa: [ 1=15-8=7,

Az dsszeadasnak itt azt a tulajdonsagat vehetjiik figyelembe, miszerint az
Osszeg is no, ha valamelyik tagot ndveljiik, mikézben a masik tagot valtozat-
lanul hagyjuk (1asd 1.4.1. fejezet). Az eredeti egyenlétlenséget tehata 7 és a

nala nagyobb szamok teszik igazza: [ 1> 7.

b)71-3<50

Ennél a feladatnal nem valik be, ha a ,,<” relacié helyett ,,=" jelet irunk, mert
a kapott egyenletnek nincs egész megoldasa (nincs olyan egész szam, amely-
nek 7-szerese 53). Néhany probalkozas utén viszont kénny( felismerni, hogy
a 8 még nem, de a 7 mar igazza teszi a nyitott mondatot. A tovabbi megolda-
sok keresésekor csak a 7-nél kisebb szamokkal érdemes probalkozni, hiszen
csak igy csokkenthetjiik a bal oldal értékét. Az egyenldtlenség megoldasa:
[1=1,2,3,4,5,6,7 (vagy masképpen lejegyezve: 1 <[1<7).

Az egyenldtlenségpar ugyanarra a kifejezésre vonatkozo két egyenlétlen-
ség egyszeriibb lejegyzésére szolgal. (Mar az 1. évfolyamon is hasznaljuk,
példaul a szamszomszédok viszonyara vonatkozé 10 <11 <12 tipusi lejegy-
zéseket.) Ennek megfelelden az egyenl6tlenségparok megoldashalmazat a
két egyenldtlenség koz6s megoldasai szolgaltatjak.
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Egy példa:
50<4.-x+18<70
A4-x+18 <70 egyenltlenség (nem negativ egész) megoldasai:
x=0,1,2,...,12.Az50 <4 - x + 18 egyenlStlenséget a természetes szamok
koziil az x = 8, 9, 10, ... értékek teszik igazza. A két egyenlStlenség igaz-
saghalmazanak kozos részét (az eredeti egyenlotlenségpar megoldasait) az
x=28,9,10, 11, 12 szamok alkotjak.

A koz6s rész megallapitdsaban segit, ha az egyenlStlenségek megoldasait
egy-egy szamegyenesen abrazoljuk, majd egy harmadik szimegyenesre ,,at-
vezetjilk” a k6zos pontokat (2.30. dbra):

L T —
0123456 7 8 9101121314151617181920

bbb —6—b—————>
0123 456 7 8 91011121314151617 181920

A ——
0123 456 7 8 91011121314151617 181920

2.30. dbra

A szamegyenesek helyett természetesen halmazabrat is hasznalhatunk a
megoldas szemléltetésére. A metszetbe keriilés még jobban nyomatékositja
az ,,és” kapcsolatot, vagyis azt, hogy a két egyenl6tlenséget igazza tevo sza-
mok kozds része jelenti a megoldast (lasd 2.1.4. fejezet).

2.2.3. Két ismeretlent tartalmazo nyitott mondat megolddsa tiablazattal

A két- vagy haromvaltozos nyitott mondatok megoldasanal azt kell tuda-
tositanunk a tanulékban, hogy a megoldashalmazt nem szamok, hanem
szamparok, illetve szamharmasok alkotjak. Als6 tagozaton a megoldas kere-
sésének egyetlen lehetséges mddja a probalgatas, amelyet célszerii tAblazat-
ban rogziteni. Egyszertibb esetekben, példaul a szamok (nyitott mondatnak
megfeleld) bontasakor tervszeril probalgatast és az 6sszes megoldas eldalli-
tasat is elvarhatjuk a tanuloktol.

1. példa
frd a tablazatba, hogy mely szimparok teszik igazz4 a nyitott mondatot!
2<x+y<5
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2. példa
Hany darab fehér és hany darab rozsaszin rid felhasznalasaval tudjuk a z51d
rudat kirakni, ha mindkét fajtabol legalabb 1-et fel kell hasznalnunk?

Megjegyzések:

— Ha ez utobbi feladattal egy kétvaltozds nyitott mondat felirasa és meg-
oldasa a célunk, akkor frontalis osztalymunkéban az alabbi 1épések sze-
rint jarhatunk el:

a) Jelolések bevezetése: Jeloljiik példaul f~fel a fehér, és r-rel a felhasz-
nalt r6zsaszin rudak szamat!

b) Nyitott mondat felirasa: Ha a fehér rad 1-et ér, akkor a rézsaszin rad
2-t, a z0ld pedig 12-t. A felhasznalt fehér és rézsaszin rudakat 6ssze-
tolva kapjuk meg a zold rudat, ezért:

SHr-2=12

c) Tablazat készitése: Mivel r megvalasztasara kevesebb lehetdség

adodik, ezért célszeri el6szor r-nek értékeket adni a tdbldzatban:

r 1| 23] 4]s5s
2 2] 4] 6] 8110
f || 8|6 4] 2

A megoldasok szama tehat 5.

— A feladatot természetesen nyitott mondat nélkiil, a Iényegesen kiilén-
b6z szényegezések létrehozasaval (tevékenységgel) is megoldhatjak a
tanulok. A folytatasra, a nehezebb problémak modellezésére gondolva
azonban ez a feldolgozasi mod a hasznosabb. A kirakasok ebben az
esetben ellendrzésre szolgalhatnak.

2.3.Sziveges feladatok és tanitasuk

A szbveges feladatok mar az alsé tagozaton sem sziikitheték le az egyszerli,
egyenes szovegezési feladatokra, nem egyszerisitheték le szamfeladatok ki-
szamitasaval megvalaszolhat6 problémakra. Tanitasuk komoly szakmai fel-
késziiltséget var el a tanitoktdl. Tisztaban kell lenniiik a szdveges feladatok
komplex problémakorével: tanitasuk célrendszerével, alaptipusaival, megol-
dasuk modszereivel, orai feldolgozasuk lépéseivel, lejegyzésiik mikéntjével
s igy tovabb.
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2.3.1. A szoveges feladat fogalma és szerepe a tanitdsban
Mindenekel6tt tisztazzuk, hogy mit is értiink széveges feladaton!

Nyelvezetére az egyszerti, koznyelvi megfogalmazas a jellemz6, matema-
tikai fogalmakat, dsszefiiggéseket csak nagyon ritkan tartalmaz. Egy masik
fontos tulajdonsiga, hogy tartalommal felruhazott mennyiségekrol, nem pe-
dig puszta szamokrdl sz6l. Megoldasahoz valamilyen matematikai modellre
(rajzra, nyitott mondatra, tblazatra, halmazabrara stb.) van sziikség, amely
alapjan miiveletek elvégzésével jutunk eredményre. Ha ezeket az ismérveket
elfogadjuk, akkor a széveges feladatok csaladjat igy irhatjuk koriil: 4 szove-
ges feladat olyan életszerti, gyakorlati problémafelvetés, amelyben az ismert
és az ismeretlen mennyiségek kozotti osszefiiggés (Osszefiiggések) szdvege-
sen van megadva, és megolddsdhoz valamilyen matematikai modellre van
sziikség.

Ebb6l a meghatarozasbol kdvetkezik, hogy a szdveges feladatok legin-
kabb az alabbi, egymassal is Osszefiiggd témacsoportokhoz kapcsolddnak:

— szamtan—algebra,
halmazok—logika,
nyitott mondatok,

— fuggvények,
mérések.

A matematika tantargy és tudomany is egyszerre. A szoveges feladatok
ugyanazt a fontos szerepet toltik be a matematika miiveltségteriileten beliil,
mint az alkalmazott matematika a matematikatudomanyok rendszerében.
Mindketten a matematika és a valésag kozotti kolesonhatas kifejezdi. A szo-
veges feladatok also tagozatos feldolgozasaval valojaban a komolyabb €s
bonyolultabb gyakorlati problémak matematikai modellezésének képessegét
alapozzuk meg tanitvanyainkban. Segitségiikkel fejleszthetjiik tovabba a ta-
nuldk szovegértését, itéls-, emlékezd-, [ényegkiemeld és dnellendrzd képes-
ségét. A szoveges feladatok a miiveletfogalom kialakitasaban és a miivelet-
végzés kdzvetett gyakoroltatisaban is meghatarozo szerepet téltenek be.

|

Megjegyzés:
Hasonlitsuk 6ssze az alabbi két feladatot!
a) Bgy osztalybdl a hetes jelentése szerint 4-en hianyoznak, igy most csak
17-en vannak jelen. Hany tanuld jar az osztalyba?
b) Melyik az a szam, amelyb6l 4-et kivonva 17-et kapunk?
Azt gondolhatnank, hogy a két feladat tulajdonképpen megegyezik, mert
mindkett6t példaul a (]— 4 = 17 nyitott mondattal oldhatjuk meg. Az alkal-
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mazott modell szempontjabdl tehat nincs kozottiik kiilsnbség. Mégis a b)
feladat nem egy gyakorlati, hanem egy matematikai problémafelvetés, ezért
csak tagabb értelemben tekinthetjiik szoveges feladatnak. Ugyanez a helyzet
az Osszes ,,Gondoltam egy szamot ...” kezdetil feladattal is.

2.3.2. Szoveges feladatok rendszerezése

A szbveges feladatokat is csak akkor tanithatjuk szinesen, valtozatosan és az élet-
kornak megfeleld mélységben, ha tisztdban vagyunk a lehetdségekkel. Az ebben
valo eligazodast segiti a kovetkezd, tobb szemponti rendszerezés. Hét olyan szem-
pontot adunk meg, amelyekre minden évfolyamon tekintettel kell lenniink.

I.  Keletkezésiik szerint beszélhetiink

I.1. elore adott, ezen beliil
L1.1. szoban kozolt vagy
I.1.2. irdsban rogzitett,

1.2.  konstrualassal kapott, ezen beliil
1.2.1. képhez,
[.2.2. szamfeladathoz,
1.2.3. nyitott mondathoz,
[.2.4. megfigyeléshez kapcsolt vagy
1.2.5. 6nallo kérdés kiegészitéssel teljessé tett feladatrol.

II. Témajuk szerint alapveten
I1.1. darabszammal,
IL2. vasarlassal (pénzzel),
[1.3. mozgassal (utazassal),
IL.4. méréssel (példaul keriilet-, teriilet-, firtartalom-, idétartam-meg-
hatarozassal) vagy
IL.5. osztozkodassal (szétosztassal) kapcsolatosak.

III. Szévegezésiik szerint
[L.1. egyenes vagy
II1.2. forditott szévegezésiiek.

IV. Bonyolultsag szerint

IV.1. egyszerii (egy miivelettel megoldhatd) vagy
IV.2, Gsszetett (két vagy tobb miivelettel megoldhato) feladatok.
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VI

VIIL

Az ismeretlenek szima szerint beszélhetiink
V.1. egyismeretlenes vagy
V.2. tobbismeretlenes (altalaban kétismeretlenes) feladatokrol.

A megoldasok szama szerint lehetnek

VI.1. egymegoldasiiak (az esetek tobbségében),

VI.2. tobbmegoldastak (példaul fiiggvényre, kétismeretlenes egyen-
letre vezetd) vagy

V1.3. megoldhatatlanok (hianyosak vagy ellentmondoak).

Az adatok relevanciaja szerint besz¢lhetiink

VIL1. folosleges, lényegtelen (irrelevans) adatokat nem tartalmazo,
VIL.2. Iényegtelen adatokat is tartalmazo, illetve

VI1.3. adathianyos feladatokrél.

A rendszerezési szempontokhoz illeszkedéen lassunk néhany példat!

I.1.2. példa (elore adott, irdsban rogzitett)
A hétvégén vasarolni voltam. Megszamoltam, hogy a pénztarnal 6-an alltak
eléttem, és 5-en mogottem. Hanyan alltunk a sorban dsszesen?

1.2.1. példa (konstrualassal kapott, képhez kapcsolt)
irj két kivonast mindegyik képrdl! Mondd is el, hogy melyik mire vélaszol!
(2.31. abra)

28y o il

IO Coorn Lo
I O [Orrg

2.31. abra

1.2.2. példa (konstrualassal kapott, szimfeladathoz kapcsolt)
Alkoss szoveges feladatot a szdmfeladathoz! Mondd el szoban!
a)14+7 b) 100 - 56 c)48:2 d3-12+1
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1.2.3. példa (konstrualassal kapott, nyitott mondathoz kapcsolt)
Talalj ki szoveges feladatot a nyitott mondatokhoz!
a) 760 +[1=1000 b)2-L1=68 c)19<1<26

L.2.4. példa (konstrualassal kapott, megfigyeléshez kapcsolt)

A tanité megmeéri eldszor egy vizzel teli kancséd témegét, majd a vizet kiont-
ve az lires kancs6 tomegét. A gyerekek a latottak és a mérési eredmények
ismeretében szoveges feladatot fogalmaznak meg, amelyben a kiontott viz
tomege lehet a kérdés.

L.2.5. példa (konstruélassal kapott, 5nallé kérdés kiegészitéssel teljessé tett)
Kérdezz, szamolj, ellenérizz, valaszolj!

a) Mar csak negyedora van hatra a focimecesbdl.

b) A 823 fizet néz6bod] 49-en hazamentek a sziinetben.

c¢) Eddig 8 gol esett 6sszesen, és a hazai csapat 2 goéllal vezet.

d) A mérkdzésen 3 jatékost kiallitottak.

IL.3. példa (mozgassal kapcsolatos)
A tablazatban néhany varos autéiton mért tavolsdga van megadva:

Baja Budapest | Debrecen Pécs Sopron
Baja 195 km 299 km 88 km 310 km
Budapest 195 km 226 km 198 km 217 km
Debrecen 299 km 226 km 367 km 436 km
Pécs 88 km 198 km 367 km 287 km
Sopron 310 km 217 km 436 km 287 km

Héany km hosszi a Baja—Budapest-Debrecen—Baja utvonal? Hany liter
lizemanyagot fogyasztana a gépkocsi, ha 1 literrel 24 km-t tudna megtenni?

IL.S. példa (osztozkodassal kapcsolatos)
Harom j6 bardt 27 szem szaloncukron igazsagosan osztozkodott. Hany sza-
loncukor jutott egy gyereknek?

Az egyenes és a forditott szdvegezésii feladatok kozotti alapvetd kiilsnbsé-
get a nyitott mondatok oldalardl kozelithetjiik meg. Az egyenes szdvegezésii
feladatot modellezd nyitott mondat explicit alaki, az ismeretlen — a széveges
~ utalasok alapjan — egy miivelettel vagy egy miveletsorral fejezhet6 ki:
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II1.1. példa (egyenes szbvegezési)
Hofehérke palacsintat siitétt. Minden torpe 4 palacsinat evett meg, csak Ku-
kanak jutott 3. Hany palacsintat siitott Hofehérke, ha 6 is evett 2-t?

Megoldas
Ha a kérdésre adandé valaszt []-tel jelsljiik, akkora [J=6-4 + 3 +2 explicit
alakl nyitott mondatot irhatjuk fel a feladathoz.

A forditott szdvegezésii feladatokhoz tartozé nyitott mondatok implicit
alaktak, az ismeretlent burkoltan tartalmazzak:

IIL2. példa (forditott szovegezésii)

Mennyi pénzem van? Nyitott mondat felirasaval és megoldasaval valaszolj!
a) Ha kapnék még hozza 430 Ft-ot, akkor 680 Ft-om lenne.
b) Ha elkdltenék belble 120 Ft-ot, akkor mar csak 310 Ft-om maradna.

Megoldas

Ha az ismeretlent p-vel jeloljiik, akkor az a) feladatrésznél a p + 430 = 680,
a b)-nél pedig a p — 120 = 310 implicit alakd nyitott mondat irja le az eredeti
szovegosszefliggést.

Megjegyzés:

A forditott szvegezésii feladatok kozott gyakoriak azok, amelyekben a szo-
veg a megoldashoz sziikséges miivelet helyett az ellentétes mivelet alkal-
mazasat sugallja, s igy a tanulok — helyteleniil — egyenes szdvegezésiinek
tekintik a feladatot.

Példaul 1000 Ft-om van, 50 Ft-tal kevesebb, mint Lacinak. Hany Ft-ja van
Lacinak?

Laci pénzét x-szel jelolve a szovegdsszefiiggésbdl az 1000 = x — 50 implicit
alaka nyitott mondat kvetkezik. Ennek megoldasahoz 6sszeadasra van sziik-
ség (x = 1000 + 50), annak ellenére, hogy a kevesebb sz6 kivonasra utal.

IV.1. példa (egy mivelettel megoldhato)
Egy dobozban 4 teniszlabda van. Hany teniszlabda van 23 ilyen dobozban?

IV.2. példa (t15bb miivelettel megoldhato)

Egy laképark épitésekor a kitermelt foldet két teherautoval szallitottak el. Az
egyik teherauto 8 t folddel 27-szer fordult, a masik teherautd 10 t folddet 35-
sz6r. Hany tonna foldet szallitott el a két teherautd dsszesen?
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V.1. példa (egyismeretlenes)

Egy szinhazban ebben az évben 9726 jegyet adtak el 6sszesen. Hany felnott
latogatdja volt a szinhaznak, ha a gyerekek koziil 1213 fia és 147-tel tobb
lany valtott jegyet?

V.2. példa (tobbismeretienes)

Két horddban must van. Az egyikben 3-szor annyi must van, mint a masik-
ban. Ha az egyik hordéba még 50 liter mustot 6ntenénk, akkor ugyanannyi
must lenne mindkét hordéban. Hany liter must van a két hordéban kiilon-
kiilén és &sszesen”

VL3. példa (megoldhatatlan)

Lehet-e 14 rétes kozott kétszer annyi dids, mint makos?

Ha a rétesek szamardl azt tudnank, hogy 10-nél t6bb, de 15-nél kevesebb,
akkor milyen esetben lenne a feladatnak megoldasa?

VIL2. példa (Iényegtelen adatokat is tartalmazo)

Petra szokdsa szerint a 49-¢s villamossal ment az iskolaba. A megallotol csak
113 1épést kellett megtennie a 3-as szamu iskola kapujaig. 7 gyerek mar az
osztalyban volt, igy Petra 8.-nak Iépett a terembe. Még 11 gyerek érkezett a
csengetésig. Hany tanuldoval kezd6dott meg a tanitas?

Ez utobbi feladatban nemcsak a Iényeges és a kérdés szempontjabol 1é-
nyegtelen adatokat kiilonithetjitk el egymastdl, hanem a feladatban szerep-
16 szamok jelentéstartalmat (jelz6szam, mérészam, darabszam, sorszam) is
megbeszélhetjiik.

Megjegyzések:

— Atanuldk szovegértését a csak szoban elhangzo és az fradsban (tankony-
vekben, feladatgy(ijteményekben, felmérdkben) adott széveges felada-
tok feldolgozasaval egyarant fejleszteniink kell. (A nyelvtanulasnal is
mast jelent a hallds utani megértés, mint az irott széveg elolvasas utani
értelmezése.)

— Atandrakon ne csak a kiilonb6z6 dokumentumokban szerepl6 feladato-
kat dolgozzuk fel. Még jobban megszerettethetjiilk a matematikét olyan,
szdban megfogalmazott, ,,¢let produkalta” egyszerii feladatokkal, ame-
lyek a gyerekek iskolai vagy szabadidés tevékenységéhez kapcsolod-
nak.
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— Nagyon egyszerii, egy miivelettel és fejben kiszamithatd szoveges fel-
adatoknal ne ragaszkodjunk minden esetben az irasbeli lejegyzéshez.
1dét takarithatunk meg, ha bizonyos esetekben megelégsziink a szobeli
valaszadassal.

- Hasznos, ha a tanulok megoldhatatlan feladatokkal is talalkoznak. Nem
szerencsés ugyanis ahhoz a hamis illizidhoz szoktatnunk Oket, hogy
barmilyen feltételrendszer mellett taldlnak megoldast, és ,rossznak”
nevezzék azokat a feladatokat, amelyek nem oldhatok meg. (Sokszor
nehezebb megindokolni azt, hogy egy feladatnak miért nincs megolda-
sa, mint egy megoldhat¢ feladat helyes megoldasat megtalalni.) A meg-
oldhatatlan feladatok tovabbgondolasra, a feltételek megvaltoztatasara
is 6sztonoznek.

— Az itéldképesség és a szovegértés fejlesztését figyelembe véve szintén
hasznosak a kérdés szempontjabdl folosleges informacidkat (adatokat
vagy Osszefiiggéseket) tartalmazo problémafelvetések. Mind a négy
osztalyban adjunk fel néhany ilyen jellegii feladatot is!

— A forditott szévegezésii feladatoknak — még a gyengébb képességii osz-
talyokban is — megfeleld hangsulyt adjunk a tanitasban, ne csak diffe-
rencialasra szanjuk azokat.

2.3.3. A szoveges feladatok orai feldolgozdsdnak dltaldanos lépései

A szdveges feladatok tandrai feldolgozasanak legfontosabb lépéseit — Po-
lya Gyérgy javaslatait is figyelembe véve — egy folyamatabraval szemléltet-
hetjiik. A folyamatabra utasitasai koziil sziirke tonussal emeltiik ki azokat a
lépéseket, amelyeket minden esetben, a forditott szovegezésii feladatoknal
pedig kiilonosen célszerli betartani.
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[ Motivalas ]

[ A feladat megismertetése }17

( A feladat ismételtetése ]

v

( A feladat megértése, értelmezése J

!

[ Az ismeretlenek becslése J+ -

v

Megoldasi terv készitése ]

v

Az ismeretlenck becslése ]4—

.

Megoldas (kiszamitas) ]

Ellendrzés, vilasz J—

Diszkusszid
(a probléma tovabbgondolasa)

Y Yy Yy

Motivalas

A motivalas cselekvésre (gondolkodasra, rajzolasra, kirakésra, szdmolasra, ...)
valo 8sztonzést jelent. Egy érdekes vagy egy tréfas feladat 6nmagaban is
motivald erejii (természetesen csak akkor, ha a gyerekek is annak talaljak).
A tanuldk fokozott aktivitasara szamithatunk példaul a kdvetkez6 két feladat
megbeszélése, megoldasa kapcsan:

1. példa
A dobrogi vasarban 2 libaért 1 pulykat adnak. 1 pulyka és 2 liba 5 tallérral
tobbe keriil, mint 3 liba. Hany tallérba keriil egy pulyka? Hany tallérba keriil
egy liba?
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Szintén koncentralt problémamegoldasra dszténdzhet egy tevékenység meg-
figyelésébdl sziiletd szoveges feladat. Pozitivan befolyasolhatjuk a gyerekek ér-
deklodését, odafigyelését, ha a feladatot egy rovid beszélgetéssel (dialogussal)
vezetjiik be. A motivacié ebben az esetben tartalmi ,,réhangolast” jelent, amely-
lyel kdrvonalazhatjuk, hogy mir6l is lesz sz6 a feladatban. Példaul: Ki az, aki jart
mar virdgboltban és vasarolt is valamit? Milyen viragokat arusitottak? Koriilbe-
liil hany szal virag volt a vazakban? Hany szal viragbdl kértek csokrot az elotted
vasarlok? ... A kovetkezod feladatban is egy viragiizletrdl lesz szo.

2. példa

Egy viragiizletbe 40-nél tobb, de 50-nél kevesebb szal gerbera érkezett. Az
Osszes gerbera elfogyna, ha az elad6 akar harmasaval, akar négyesével kotné
oket csokorba. Hany szal gerbera érkezhetett a viragboltba?

Elozetes beszélgetésre feltétleniil sziikség van azoknal a feladatoknal,
amelyekben szerepld kifejezések, fogalmak vagy szabalyok ismeretét nem
tételezhetjiik fel minden tanulétél.

A feladat ismertetése, értelmezése

A szbveges feladatok rendszerezésénél megallapitottuk, hogy keletkezésiik
szerint vagy el6re adottak, vagy konstrualassal j6nnek létre. Az utébbi eset-
ben a szdveges feladatot a gyerckek onalloan alkotjak, fogalmazzak meg.

A tandrakon természetesen nagyobb aranyban szerepelnek az elére adott
feladatok. Kezdetben, féleg 1. évfolyamon —a tanuldk olvasastechnikai prob-
Iémai miatt - a tankdnyvben szerepld széveges feladatok t6bbségét a tanitd
olvassa fel. A feladatok megértésében sokat segithetiink a szoveg megfeleld
hangsulyozasaval, kozlés kdzben rovid sziinetek beiktatisaval, az ismert és
a megvalaszolandé mennyiségek nyomatékositasaval. Késébb mar a tanu-
toktol (altalaban a jol olvaso gyerekektdl) varjuk el a feladatismertetést, akar
tobbszor is felolvastatva a szoveget.

Az elhangzott feladat ismétlésével fejleszthetjiik tanitvanyaink koncent-
ralo-, lényegfelismerd, memorizacios és kommunikacios képességét. Nem a
szOveghtl visszaadas, a feladatban szerepl6 nevek, szamok pontos felidézé-
se a lényeg. Ennél sokkal fontosabb, hogy a sajat szavaikkal is meg tudjak
fogalmazni a szovegben szerepl6 lényeges informacidkat. Azt, hogy mi az,
amit tudunk, €s mi az, amit keresiink.

Egyszeriibb feladatoknal az adatok és az ismeretlenek jol elkiiloniilnek
egymastol, igy az ismétlés is konnyebb.
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Osszetettebb feladatoknal viszont az adatok és az ismeretlenek kozotti
dsszefiiggésre vald emlékezés 1ényegesen nehezebb:

3. példa

Egy hetilap 160 Ft-ba keriil. Eves el6fizetési dija 6500 Ft. Mennyit fizetnénk
a hetilapért egy év alatt, ha minden héten megvasarolnank? Mennyivel fizet-
nénk igy tdbbet az éves elbfizetési dijnal?

Az ilyen hosszabb szdvegezésii vagy sok adatot, esetleg két kérdést is tar-
talmazd feladatoknal megelégedhetiink azzal, hogy tobb tanuldtol gytjtjiik
Ossze a fontos informaciokat. Végiil egy gyerekkel osszefoglaltathatjuk a
hallottakat.

Egyszeriibb, altalaban egyenes sz6vegezési feladatok értelmezésében nagy
segitséget jelent a probléma , lattatasa”, targyi megjelenitése. A torténet eljat-
szasaval, lerajzolasaval vagy kirakéasaval a gyerekeknek lényegesen konnyebb
elképzelni a szituaciot, és a latott ,.képrol” a megoldas sokszor kdzvetleniil is
leolvashato (a megértés és a megfejtés nagyon kézel keriil egymashoz).

Kezdetben olyan problémakat adjunk, amelyeket a gyerekek ,.targyhiien”
tudnak megjeleniteni. Késébb, az absztrakcios folyamat aprd 1épéseként a
feladat ,,szerepldit” palcikakkal, korongokkal, szines rudakkal helyettesithe-
tik a gyerekek:

4. példa

Egy paraszthaz udvaran kacsakat és kismalacokat lattam. S fejet és 14 labat
szamoltam 6ssze. Hany kacsat és hany kismalacot lattam az udvaron?

Az allatok fejét korongokkal, a Iabaikat palcikakkal helyettesitsd!

Megjegyzés:

A kirakassal torténé megjelenitéshez Ggy kezdhetnek a gyerekek, hogy min-
den korong ala 2 palcikat raknak (mintha csak kacsakrol lenne sz6). A meg-
maradt 4 palcikabol kettét-kettdt adhatnak még a négylabuaknak (a kisma-
lacoknak). A helyes kirakas nemcsak a feladat megértését bizonyitja, hanem
egyuttal lattatja is a megoldast (3 kacsa, 2 kismalac).

A szovegosszefiiggések megértésérdl visszajelzést kaphatunk ugy is, hogy
egy hibas megoldasrol kérjiik ki a tanulok véleményét. Elsésorban a forditott
szévegezési feladatoknal érdemes néha feltenni a ,,Lehet-e megoldas a ...”
kezdetii kérdést:

174



5. pelda
Andi és Niki testvérek. Eletkoruk szorzata 24, életkoruk 6sszege 10 év. Le-
het-e Andi 3 éves, Niki pedig 8 éves?

Az ismeretlenek becslése

A folyamatabran nem kotelezd jelleggel tiintettiik fel ezt a [épést. Egyébként

sincs értelme becsiiltetniink példaul az egyszerii, fejben is megoldhatd szo6-

veges feladatoknal, hiszen a kérdés azonnal és pontosan megvalaszolhato.
Az ismeretlen (ismeretlenek) becslése a kérdésre (kérdésekre) adandé va-

lasz (valaszok) realis kozelitését, behatarolasat, illetve az irrealis Iehetdsé-

-----

keriilhet:

Becslés a megolddsi tery készitése elott

Bizonyos esetekben nem sziikséges megoldasi terv ahhoz, hogy az ismeret-
lenek szoba johetd értékeit behatarolhassuk. Ezeknek a becsléseknek a meg-
adasahoz elegendd pusztan a feladat megértése, értelmezése. Egy példa:

6. példa
Ernd 7 kg-mal nehezebb Andrasnal. Ha egyszerre allnak a fiirddszobai mér-
legre, akkor az 70 kg-ot mutat. Melyik gyerek hany kg?

Ennél a feladatnal példaul probalgatassal juthatunk kiilonbdzd becslé-
sekhez:

— Ha Andrés 30 kg, akkor Ernd 37 kg (Gsszesen: 67 kg, ami tal kevés).

— Ha Andras 40 kg, akkor Erné 47 kg (6sszesen: 87 kg, ami t0] sok).

A két probalkozas alapjan mondhatjuk tehat, hogy Andras testtomege
30 és 40 kg kozott van, Erndé pedig 37 és 47 kg kozotti érték.

Becslés a megoldasi terv birtokdaban

A szdveges feladatok feldolgozasa kdzben gyakrabban fordul el6, hogy mar
a kész, elfogadott megoldasi terv birtokaban becsiiltetjiik az eredményt. Ez
a fajta becslés valojaban mar egy miivelet vagy egy mliveletsor eredmé-
nyére, illetve egy nyitott mondat ismeretlenjének behatarolasara vonatko-
zik. A becslés ebben az esetben kerekitéssel vagy probalgatassal térténhet.
Természetesen csak akkor juthatunk redlis becsléshez, ha helyes megoldasi
tervet allitottunk fel.
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7. példa

Az allatkertben az idén 9283 jegyet adtak el 6sszesen. Hany felndtt latoga-
t6ja volt az allatkertnek, ha a gyerekek koziil 2678 fiu és kétszer annyi lany
valtott jegyet?

A kérdésre adando valaszt az 9283 — (2618 + 2 - 2618) miiveletsor kisza-
mitasaval adhatjuk meg. Szdzasra kerekitéssel az ismeretlen becsiilt értéke:
9300 — (2600 + 2 - 2600) = 9300 — 7900 = 1400.

Megoldasi terv készitése
A tudatos problémamegoldas mindig valamilyen megoldasi terven alapul.
Ennek elkészitése a szoveges feladatok esetében azt jelenti, hogy az eredeti
problémat ,,atiiltetjik valamilyen adekvat matematikai modellbe. Az adek-
vét jelzd arra utal, hogy a megalkotott modell helyesen tiikrozi az adatok €s
az ismeretlen (ismeretlenek) kozotti dsszefiiggést (Osszefliggéseket). Ugy is
mondhatjuk, hogy a probléma eredeti (kdznyelvi) és matematikai (kodolt)
megfogalmazasanak szinkronban kell lennitik egymaéssal.
Az als6 tagozaton hasznalt legfontosabb modellek:

— szamfeladat,

— szamegyenes,

— tablazat,

— rajz,

— nyitott mondat,

— halmazabra,

— grafikon.

A szamfeladat mint modell

Az alapmiiveletek bevezetéséhez egy bizonyos szamkorre vonatkozd szam-
fogalom kialakitasa utan kezdhetiink csak hozza. Az dsszeadds €s a kivonas
esetében ez altalaban az 5-6s szamkort, a szorzasnal és az osztasnal pedig a
100-as szamkort jelenti.

A kiilonbozé tevékenységekrdl vagy képekrdl leolvashatd, szamszerisit-
hetd informaciok kapcsolatat szamok és miveletek segitségével fogalmaz-
zuk meg. Az 6sszeszamlalashoz képest a szamtannyelvii lejegyzés alapjan
torténd kiszamitas lényeges tovabblépést jelent. A szamtannyelvli megfogal-
mazassal (szoban vagy irasban) azt régzitjiik, hogy az adatokt6l az ismeret-
len meghatarozasaig milyen mivelettel juthatunk el kdzvetlenil.
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A milveletek értelmezését segitd ,,Mit latsz a képen? Mesélj rola!” vagy
., Mit csinaltunk? Mondd el széban!” tipusu feladatoknal a gyerekek kiilon-
b6z6 torténeteket fogalmazhatnak meg. Ezekbdl a torténetekbdl emeljiik ki
a szamfeladat felirdsa szempontjabol iényeges informaciokat! Példaul egy
hozzatevéses Osszeadast megfogalmazd torténethez kapcsoljuk hozzd a
»Mennyi volt? Mennyivel lett tsbb? Mennyi lett?”” kérdéseket!

Fontos, hogy a tanuldk tisztaban legyenek a miiveletekre utalo kifejezé-
sek jelentésével, mert ennek segitségével itélhetik meg, hogy a feladat ép-
pen melyik miivelettel modellezheté. Az arulkodé ,,Mennyi van 0sszesen?”,
,,Mennyi maradt?”, ,,Mennyi jutott egy gyereknek?” kérdések példaul 6ssze-
adasra, kivonasra, illetve osztasra orientalnak.

Kezdetben, a tanult (ij mavelet alkalmazasakor a tanulok rajzot is készit-
hetnek a szoveges feladatokhoz. A rajzkészités vagy egyéb tevékenység (el-
jatszas, kirakas) a megértésben ¢s a szamfeladat megfogalmazasaban egy-
arant segithet:

8. példa

Agi 12 szal viragbol 3 csokrot készitett. Minden csokorba ugyanannyi vira-
got kotostt. Hany szal virdg keriilt egy-egy csokorba? Rajzold le, majd irj rola
szamfeladatot!

Késdbb mar rajz néikiil is fel kell ismernie a gyerekeknek, hogy milyen
mivelettel szamithatjak ki az ismeretlent:

9. példa
Masfél liter teat 5 poharba ontéttek szét a napkodzisek. Minden poharba
ugyanannyit t6ltdttek. Hany dl tea keriilt a poharakba?

Tovabbi elérelépést jelentenek a tobb, altalaban két miivelettel model-
lezhett szoveges feladatok. Ezeknél a feladatoknal célul tiizhetjiik ki a két
milvelet dsszekapcsolasat, az egyetlen miveletsorral torténd lejegyzést és
kiszAmitast. Ennek természetesen eléfeltétele a miiveletvégzés sorrendjének
ismerete. Egy példa:

10. példa

Szilvi a cukraszdaban haromgombocos fagyit kért mézestslcsérbe. Meny-
nyit fizetett, ha 1 gomboc fagyi 120 Ft-ba, a mézestdlcsér pedig 30 Ft-ba
keriilt?
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Megoldas
Természetesen nincs akadalya a 1épésrdl [épésre torténd , kijegyzetelésnek”,
majd kiszamitasnak:
1 gombdc ara: 120 Ft,
3 gombdc ara: 3 » 120 Ft =360 Ft,
tdlcsér ara: 30 Ft,
Osszesen: 360 Ft + 30 Ft =390 Ft.
Az ilyen tipusi feladatok kellé gyakoroltatasa utan (legalabbis a gyorsabb
¢szjarasa gyerekektol) elvarhatjuk a milveletsorral valo lejegyzést:
3120 Ft+ 30 Ft =390 Ft.

Lejegyzés az egyenes szovegezésii feladatokndil
A tankonyvek t6bbsége a szoveges feladatok feldolgozasakor nem tesz kii-
16nbségel az egyenes és a forditott szovegezésii feladatok kozott. Lejegyzési
»-mintdnak™ a szovegezéstol fliggetleniil az alabbi hat 1épés egymasutdnjat
javasoljak:

— adatok kigyfijtése,

— megoldasi terv készitése,
az ismeretlenek becslése,
— az ismeretlenek kiszamitasa,
ellendrzés,

— valasz.

Ez a részletes, Iépésenkénti lejegyzés ugyan latvanyos, mégis sokszor t5bb
karral jar, mint haszonnal. Ennek érzékeltetésére lassunk egy 4. évfolyamnak
szant magyarazé példat:

I

11. példa
Attila egy 6820 Ft-os tenisziitdt és 3 teniszlabdat vasarolt. Mennyit fizetett
Osszesen, ha egy teniszlabda 270 Ft-ba keriilt?

Adatok: T = 6820 Ft, L =270 Ft (3 db)

Terv: F=6820Ft+3-270 Ft

Becslés: F= 6800 Ft+3-300 Ft= 7700 Ft

Szamolds: Elészor a szorzast végezziik el, azutan az sszeadast.
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Ellendrzés: Az eredmény &sszhangban van a becsiilt érickkel.
Vilasz: Attila 7630 Ft-ot fizetett.

Megjegyzés:

Keveredést okozhat a sok betii kozotti eligazodas, ha azok adatokat ¢s is-
meretlent egyarant jelolhetnek. Egyébként sincs értelme az adatokat betiivel
jeldlni, ha azokat a késbbiekben semmire sem hasznéljuk (7 és L betiik a
feladatban). Betli vagy szimbo6lum bevezetésére csak a forditott szvegezési
feladatoknal van feltétlentil sziikség.

Ebben az egyenes szovegezésli feladatban még az F betli hasznalata sem
indokolt. Egy nagyon egyszerti, akar fejben is megoldhat6 feladatrol van szo,
ahol az irasbeli lejegyzésnek valojaban csak a kiszamitas mikéntje és az ered-
mény ,,dokumentalasa” szempontjabol van jelentdsége. A betlikavalkad hasz-
nalata helyett az el6z6 feladatnal bemutatott lejegyzési médot javasoljuk.

Egy feladatban szerepld szamok nem minden esetben jelentenek adatokat,
sokszor csak valamilyen szovegdsszefiiggéssel egyiitt értelmezhetok. Vagyis
a bemutatott tankdnyvi mintaban szerepld ,,adatkigytjtés” nem alkalmazha-
to minden esetben. Egy példa:

12. példa
Amikor David az 1. sziiletésnapjat iinnepelte, édesapja 29 éves volt. David
most 8 éves. Hany éves az édesapja?

Bajban lennénk, de nem is lenne értelme, ha a feladatban szerepl6 szamo-
kat egy-egy pontos jelentéstartalmi betiivel kellene jeldIniink. Erre nincs is
sziikség, mert ennél sokkal fontosabb az a felismerés, hogy 7 év telt el David
1. sziiletésnapja 6ta. Ebbol adoddan a lejegyzésnél is megelégedhetiink a
kovetkezdkkel:

Eltelt id3: 7 év.

David édesapja most 29 + 7 = 36 éves.

A feladat kapcesan azt is megbeszélhetjiik, hogy két ember kozott a korkii-
[6nbség az idé mulasaval nem valtozik (allando).
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A szamegyenes mint modell

A szamegyenes also tagozaton elsdsorban a természetes szamok modellje-
ként szolgal. A szoveges feladatban szerepld adatok helyét, egymashoz és
az ismeretlenhez viszonyitott helyzetét szemléltethetjik rajta. Bizonyos
esetekben a kérdés megvalaszolasahoz miiveletvégzésre nincs is feltétleniil
szitkség, mert egyszeriien leolvashato, hogy a szamegyenes mely pontja felel
meg az ismeretlennek. Egy példa:

13. példa
Zs6fi, Vali és Moni testvérek. Zsofi 6 éves, Moni 14. Vali és Zsofi kozott
ugyanannyi a korkiilonbség, mint Moni és Vali k6zott. Hany éves Vali?

Megoldas
Abrazoljuk szamegyenesen az ismert adatokat (2.32. dbra):
Vali
756f] l Méni

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2.32. dbra

Az 4brar6l nemcsak a megoldas olvashaté le konnyen, hanem az is, hogy
4 év a korkiilonbség Vali és Zsofi, illetve Moni €s Vali kozott.

A szemléltetés a muvelettel torténd kiszamitasban is segit:

14-6=8—>8:2=4—6+4=14—-4=10.

Ugyanezt az okoskodast hasznalhatjuk akkor is, amikor a szAmegyenesen
valo abrazolasrdl nem olvashaté le a megoldas, mert az adatok nagy tavol-
sdgra (tobb sz4z vagy akar tobb ezer beosztasnyira) vannak egymastol.

A feladat 3. mondatat igy is megfogalmazhattuk volna: Vali ugyanannyi
évvel idésebb Zséfinal, mint ahdny évvel fiatalabb Mo6ninal.

A rajz mint modell

Segit a szdveges feladatok megértésében, megoldaséban és/vagy ellendrzé-
sében, ha a benniik szerepl6 adatokat és ismeretleneket valamilyen geomet-
riai alakzat mér6szamanak (példaul szakasz hosszanak, téglalap vagy koér
teriiletének) feleltetjilk meg. Egy példa:
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14. példa

Olgaék kiparkettaztak a két szobajukat. Az egyik szoba 6 m hosszi ¢és 4 m
széles, a masik szoba hosszisaga és szélessége is 5 m. Melyik szoba parket-
tazasahoz kellett tobb szegélylécet vasarolniuk?

Megjegyzés:

A tanuldk a szobdk méreteinek megfelelé téglalapok lerajzolasa utin egy-
szeril szamitassal igazolhatjak, hogy a két szoba keriilete megegyezik, tehat
ugyanannyi szegélyléc kellett a parkettdzasukhoz.

A tabldazat mint modell

A tablazatok nagyon jol hasznalhatok példaul az un. fiiggvényre vezet6 szo-
veges feladatoknal (lasd 5.2.4. fejezet). Ezeknek az altaldban két ismeretlent
(valtozdt) tartalmazé feladatoknak tébb megoldasa van, ha a valtozok kdzott
csak egy Osszefiiggést ismeriink. Ilyenkor a tablazat a lehetdségek megadasa-
ban segit. Kezdetben nem varhatjuk el minden tanulétdl az 6sszes megoldas
megtalalasat. Lehetséges, hogy ezt tobb tanuld megkérdezésével gyiijthetjiik
csak Ossze. Ugyanakkor mar 1. osztalytol kezdve felhivhatjuk a gyerekek
figyelmét, hogy a rendszerezett felsorolas egyrészt jobban attekinthet6, mas-
részt minden lehetséges megoldast magaban foglal. Segit a rendszerezésben,
ha az els6 Osszetartozo szampart (megoldast) elére beirjuk a tablazatba.

Ha a valtozok kozott két Osszefliggést is ismeriink, akkor ezeket az infor-
maciokat egymas utan vehetjiik figyelembe. Az egyik sszefliggést az Sssze-
tartozd szamparok Osszegy(ijtésére, a masikat pedig ezek koziil a megfeleld
szampar (vagy szamparok) kivalasztasara hasznalhatjuk.

15. példa
Egy osztaly tanul6i koziil 14-en rendszeresen sportolnak.
a) Hany lany és hany fit lehet a sportolok kozott? Ird a tablazatba!

Lany
Fin

b) Hany lany és hany fiti van a sportoldk kozott, ha a fitik 2-vel kevesebben
vannak? Keresd meg a tablazatban a megfeleld szampart! Karikazassal
jelold!
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A nyitott mondat mint modell
A nyitott mondattal torténd lejegyzést eldszor a pdtlasra vezetd szdveges
feladatok kapcsan magyarazhatjuk el:

16. példa
Az iskola udvaran 4 fin beszélgetett, de néhany lany is csatlakozott hozzajuk.
fgy mér 9-en beszélgettek tovabb. Hany lany ment oda a fitikhoz?

Megoldas
Ha megallapodunk abban, hogy a lanyok szamat példaul [J -tel jelsljiik,
akkor a szovegosszefliggést szamtannyelven haromféleképpen is megfogal-
mazhatjuk:

45859 vagy 4 <0 9 vagy 4+[=9

Megjegyzések:

— A torténetet nem szerencsés eljatszani a nyitott mondat lejegyzése elétt,
mert a megoldas tudatdban mar nehéz lekstni a tanulok figyelmét. Az
eljatszast ebben az esetben ellendrzésre hasznalhatjuk.

— Gyakori hiba a tanitasnal, hogy a nyitott mondat nem az eredeti szoveg-
Osszefiiggést koveti, hanem az ismeretlen kiszamitisara vonatkozik.
Ennél a feladatnal példaul nem a []=9—4 vagy a 9 — 4 = [] szamfeladat
modellezi a térténetet. Az mar egy kovetkezd fokozat, amikor — a milve-
letek kozotti kapesolatok ismeretére alapozva — a nyitott mondat ismeret-
lenjét ellentétes miivelettel vagy miveletekkel szamitjuk ki. (Mast jelent
a szoveghti nyitott mondat felirasa, mint annak megoldasa.)

A mivelettanitasokhoz kapcsoloddan folyamatosan dolgozzunk fel olyan
szoveges feladatokat, amelyekhez tartozd nyitott mondatban az 6sszeadan-
dé, a kisebbitendd, a kivonandd, a szorzd, a szorzandd, az osztando, illetve
az oszt6 jelenti az ismeretlent (lasd 2.2.2. fejezet):

17. példa
Dani és testvérei 6sszesen 8250 Ft zsebpénzt kapnak havonta. Minden gye-
rek 1650 Ft-ot kap. Hany testvére van Daninak?

Megoldas
A legtobb esetben az ismeretlent arra vezetjiik be, amit a széveges feladat
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kérdez. Ebben az esetben viszont ez nem vezetne eredményre, hiszen 1-gyel
tobben kapnak zsebpénzt, mint ahany testvére van Daninak. Ezért az isme-
retlent a gyerekek szamanak jelolésére célszerit bevezetni. Ha ezt példaul
y-nal jelsljik, akkor a feladatrol a

8250 : y=1650 vagyaz y-1650=8250

nyitott mondatokat jegyezhetjiik le. Megoldasukhoz a prébalgatas modszere
gyorsan eredményre vezet:

51650 = 8250, vagyis 5 gyerek van a csaladban.

Vilaszolva az eredeti kérdésfelvetésre: Daninak y — 1 = 4 testvére van.

Nehezebbek azok a széveges feladatok, amelyek két vagy tobb miiveletet
tartalmazo nyitott mondattal modellezhetdk (lasd 2.2.3. fejezet):

18. példa
Egy zsoémle 15 Ft-ba keriil. Hany zsomlét vasarolt Nelli, ha 200 forintossal
fizetett €s 65 forintot kapott vissza?

Megoldas
Ha a vasarolt zsomlék szamat példaul z-vel jelsljiik, akkor az eredeti szoveg-
Osszefliggés alapjan a 200 —z - 15 = 65 nyitott mondatot jegyezhetjiik le.
Természetesen a feladat megoldasahoz nyitott mondat nélkiil, okoskodas-
sal is eljuthatunk. El8szor kivonassal meghatarozzuk, hogy mennyit fizetett
Nelli, majd osztassal azt, hogy hany db zsémlét vasarolt.
Annak sincs akadalya, hogy egy-egy feladatnal mindkét megoldasi lehe-
téséget bemutassuk. A nyitott mondattal torténd modellezésnek (a folytatas-
ra is gondolva) azonban egyre nagyobb hangsalyt kell kapnia.

A modellalkotas és az itéloképesség fejlesztése szempontjabdl is haszno-
sak azok a feladatok, amelyekben a megfeleld nyitott mondatot kell kivalasz-
taniuk a tanuldknak egy adott sz6veges feladathoz:

19. példa
Helga ezt mesélte Marcinak: 18 év mulva 3-szor annyi id6s leszek, mint
most. Hany éves Helga?

Marci nyitott mondat megoldasaval tudta meg Helga életkorat. Melyik
nyitott mondatot jegyezhette le a harom koziil?

3.00=18 ([O+18=3-00 3-(0+18)=

183



A tobb ismeretlent tartalmazo szdveges feladatok t6bbségénél — a nyitott
mondat felirdsakor — nem feltétleniil sziikséges minden ismeretlenre kiilon
jelolést bevezetniink. Elégedjiink meg csak egy ismeretlen alkalmazasaval
azoknal a feladatoknal, amelyeknél a tobbi ismeretlent konnyen kifejezhet-
jik a bevezetett ismeretlen segitségével:

20. példa

Egy osztaly sziil6i értekezletén 4-szer annyi édesanya jelent meg, mint édes-
apa. 20-nal tobben, de 30-nal kevesebben voltak. Hany édesanya és hany
¢desapa jelent meg a sziiloi értekezleten?

Megoldas

Ha az édesapak szamat x-szel jelsljiik, akkor az édesanyak szama: 4 - x.

Ez alapjan a szdvegosszefiiggést két egyenlotlenséggel:

20<x+4-x és x+4-x<30

vagy egy egyenlbtlenségparral:

20<x+4-x<30

jegyezhetjiik le, és tervszeril probalgatassal (lasd 2.2.2. fejezet) oldhatjuk
meg.

Lejegyzés a forditott szovegezésii feladatokndl

A forditott szovegezésii feladatoknal az ismeretlent (altalaban a kérdésre
adand¢ valaszt) betlivel vagy szimbolummal helyettesitjiik. Nagyon fontos,
hogy a bevezetett betli vagy szimbolum jelentése vilagos és egyértelma le-
gyen. [tt a pontos lejegyzéssel a tartalom karara nem sporolhatunk.

Egyéb jelslésre (példaul az adatokra vonatkozoan) nincs sziikség, tovab-
bi betlik hasznalata felesleges, csak dsszezavarna a gyerekeket. Ha ragasz-
kodunk is az adatok kigyiijtéséhez (amennyiben ez egyaltalan lehetséges),
akkor se hasznaljunk betiiket. irjuk le, hogy a szovegben szerepld szamok
illetve mennyiségek mit jelentenek, de ne betiizzilk meg 6ket!

Egy tovabbi példa a forditott szovegezésii feladatok Iépésenkénti feldol-
gozasahoz:

21. példa

A 2. évfolyam tanuldi egy négynapos, 63 km-es kerékpartiran vettek részt.
Hétfon 18 km-t kerekeztek. Kedden, szerdan és csiitortokdn ugyanakkora
utat tettek meg. Hany km-t kerékparoztak ezeken a napokon?
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Megoldas
Adatok
Osszat: 63 km
Hétfon: 18 km
Ismeretlen
[]: ekkora utat tettek meg kedden, szerdan és csiitortokon
Nyitott mondat
18 km+3-[J=63 km
A nyitott mondat megolddsa (lebontogatassal, 2 lépésben)
3-0J=63 km— 18 km
3:-00=45km
[1=45km:3
LJ=15km
Ellenérzés
3-15km=45km és 18 km + 45 km =63 km
Vilasz
Kedden, szerdan és csiitdrtokon is 15 km-t kerékparoztak.

Megjegyzés:

Ha a szdveges feladatban mennyiségek szerepelnek, akkor a megoldas le-
jegyzésében kovetkezetesen fel kell tiintetniink a mérdszamok mellett a meér-
tékegységeket is. Ennek fontossaga kiiléndsen akkor latszik, ha a megoldas-
hoz mértékvaltisra is sziikség van.

A grafikon mint modell

A 3—4. évfolyamon a tanulok megismerkednek az Osszetartozé adatparok
(példaul egy gépjaték bemeneti és kimeneti értékeinek) grafikonon t6rténd
abrazolasaval. A grafikonok haszndlata (készitése és elemzése) az egyik fon-
tos eszkoz a fliggvényszerl gondolkodas kialakitasaban.

Az elsdsorban mozgassal, vasarlassal vagy méréssel kapcsolatos szoveges
feladatoknal a grafikont a valtozok kozotti kapesolatok szemléltetésére €s
ezzel Osszefliggésben a megoldas leolvasasara hasznalhatjuk. A grafikon az
dsszetartozd szamparok pontjainak dsszekdtésével keletkezik, amely — alsd
tagozaton — a legtdbb esetben egyenest hataroz meg. Fontos, hogy a grafi-
konrol leolvasott értékeket a tanuldk szamitassal is ellenorizni tudjak.

Az ilyen tipusa — tankdnyvekben, feladatgy(ijteményekben szerepl6 — fel-
adatok egy része kész grafikont kinal elemzésre:
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22. példa

1 kg alma 130 Ft-ba keriil. Olvasd le

a grafikonrol, hogy

a) mennyit fizetnél 3 kg almaért!

b) 585 Ft-ért hany kg almat tudnal
vasarolni!

Szamitassal ellentrizd vélaszaidat!

(2.33. dbra)

Idéigényes és nehéz, ugyanakkor
hasznos olyan komplex tevékeny-
ségre is batoritani atanulokat, amely-
ben a tengelyeket, azok skalazasat, a
grafikont és annak elemzését 6nal- 2.33. Gbra
l6an végzik el. A grafikon elkészité-

se elott célszerl tablazatban megad-

ni az dsszetartozé adatparokat.

A halmazdibra mint modell

A halmazok elemszamaval kapcsolatos feladatoknal a halmazabra nem az
elemek elhelyezésére szolgal, hanem az egyes részhalmazok elemszamanak
beirasara. Az ilyen feladatok tanitasat egy kész dbra értelmezésével, a beirt
szamok jelentésének tisztazasaval célszerli kezdeni. Egy példa:

23. példa

Egy osztély tanuloirdl készitettik a rajzot (2.34. dbra). Olvasd le rola, hogy

hany olyan tanul6 jar az osztalyba, aki

a) barna haji, [ Az osztaly tanuloi |

b) nem barna haju, T

¢) kék szemii,

d) nem kék szemii,

e) barna haju, de nem kék
szemu,

P kék szemi, de nem barna
haju,

g) barna hajit és kék szemii,

h) se nem barna haju, se nem kék szemii!

Hany tanul6 jar ebbe az osztalyba?

kék szemd
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A kovetkezd 1épést az olyan feladatok jelenthetik, amikor a tanuldk kitdl-
tetlen halmazabrat kapnak:

24. példa

Egy varosban 8592-en laknak. 1249 embernek van autoja, 1773 embernek
van mobiltelefonja. 666 embernek autdja és mobiltelefonja is van. (2.35.
dabra)

Ugyelve a kitoltés sorrendjére ird mind a négy részbe a megfeleld szamot,
majd valaszolj a kérdésekre! Hany olyan ember lakik a varosban, akinek

a) van autoja, de nincs mobiltelefonja?

b) van mobiltelefonja, de nincs autdja?

¢) nincs sem autoja, sem mobiltelefonja?

A véros lakéi] A véros lakéi (8592)]
van autdja| van aul(_Sj_i-('1249J 6236
583
0g¢ 1107
) _ van mobiltelefonja
[van mobiltelefonja (1773)
2.35. dbra 2.36. abra

Megoldas

Az alaphalmaz és a két adott tulajdonsagi részhalmaz szamossagat a halmaz-

cimkék utan irhatjuk. A t6bbi szam beirasanal arra kell felhivnunk a tanulok

figyelmét, hogy az ,,bentrdl kifelé” torténjen. A koz6s rész elemszamanak

beirasa utan szdmithatjak ki a kérdésekre adandé6 valaszokat. (2.36. dbra)

a) Van autoja, de nincs mobiltelefonja: 1249 — 666 = 583 embernek.

b) Van mobiltelefonja, de nincs autdja: 1773 — 666 = 1107 embernek.

¢) Nincs se autdja, se mobiltelefonja: 8592 — (1249 + 1107) = 6236 em-
bernek.

Nehezebbek azok a problémak, amelyeknél a metszet elemszamanak megha-
tarozasa a cél:

25. példa

Egy véros sszes altalanos iskolajanak 213 negyedikese koziil 96-an ango-
lul, 87-en németiil tanulnak. 54 negyedikes nem tanul sem angolul, sem né-
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metiil. Hany olyan negyedikes tanulé van ebben a varosban, aki angolul és
németiil is tanul?

Megoldas
A feladathoz készitett hal- [ [Negyedikesek (213) |
mazabra (2.37. dbra):

54

2.37. dbra

A kiszamitas 1épéset:
213 — 54 = 159 tanuld legalabb az egyik idegen nyelvet tanulja. Ha az ango-
lul és a németiil tanulok szamat dsszeadjuk, akkor 96 + 87 = 183-at kapunk.

Akét szam (183 és 159) azért nem egyezik meg, mert a 183-ban kétszer is
szerepelnek azok a tanuldk, akik mindkét nyelvet tanuljak.

Vagyis az angolul és németiil is tanuld didkok szamat a két szam kiilonb-
sége adja: 183 — 159 =24,

Azt is megtudhatjuk, hogy 96 — 24 = 72-en csak angolul, 87 — 24 = 63-an
csak németiil tanulnak.

Végiil a kapott szamokat (24, 72, 63) a tanuldk a megfeleld halmazrészbe
irjak.

Néhany olyan feladatrdl is gondoskodjunk, amelyeknél az abrat is a gye-
rekeknek kell elkésziteni.

Tobb modell egyiittes alkalmazdsa

Nehezebb vagy osszetettebb szoveges feladatok megoldasi tervének elkészi-
tésekor nem minden tanulétdl varhatjuk el, hogy egyetlen modellbe siritve
fogalmazzak meg az adatok és az ismeretlenek kapcsolatat. Egyszeriibb és
sokszor attekinthetdbb is, ha az ismeretlenhez valé eljutas tervét tobb [&pés-
ben adjak meg. Ez jelentheti példul szamfeladatok egymasutanjanak vagy
nyitott mondatok rajz alapjan torténd felirasat. Egy példa:

188



26. példa

Adrienn 1470 Ft-tal ment vasarolni. A pénzének 1 heted részébdl kenyeret,
2 heted részébdl tejet, 3 heted részébdl felvagottat vasarolt. Hany forintja
maradt a vasarlas utan?

Megoldas
Jobb képességii (illetve megfeleld tortfogalommal rendelkezd) tanulok azon-
nal felismerik, hogy a kérdés megvalaszolasdhoz nem fontos kiszamitani,
hogy mire mennyit koltdtt. Szamukra a megoldasi terv pusztan az 1470 Ft
1 heted részének kiszamitisa (1470 Ft : 7), hiszen a 6 hetedet (az elkoltott
pénzt) 1 heted egésziti ki az egésszé (1470 Ft-ra).

Készithetiink részletes, tobb 1épésbol alld megoldasi tervet is, amennyiben a
fenti, egyszeriibb megoldas problémat okoz a gyerekeknek. Rajz készitésével,
szamfeladatok felirasaval ¢és kiszamitasaval juthatunk eredményre (2.38. dbra):

1470 Ft
kenyér tej ) felvagott
2.38. dbra

kenyér: 1470 Ft: 7=210 Ft
tej: 2:-(1470 Ft: 7) =420 Ft
felvagott: 3. (1470 Ft: 7) =630 Ft
koltott: 1260 Ft
maradt: 1470 Ft— 1260 Ft =210 Ft

Megoldas, ellendrzés, valaszadas
Also tagozaton a megoldasi tervek végrehajtasa természetesen nem var el
kiilondsebb ,,megoldastechnikai” ismereteket a tanuloktdl. Az ismeretlen
meghatarozasahoz a legtobb esetben csak tajékozodasra (példaul tablazatnal,
grafikonnal, rajznal, kirakasnal), illetve szamolasra (példaul szamfeladatnal,
halmazabranal) van sziikség. A kiilonbozé alaku nyitott mondatok megolda-
sanak technikaja viszont mas és mas (lasd 2.2.2. és 2.2.3. fejezet), a szamo-
lason kiviil egyéb megfontolasokat is igényelnek.

Fontos, hogy a megoldas ellenérzése mindig a szovegbe helyettesitéssel
torténjen. A kapott eredménynek ugyanis nemcsak az alkalmazott mate-
matikai modelit kell kielégitenie, hanem az eredeti szovegdsszefiiggést is.
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El6fordulhat példaul, hogy egy hibasan felirt nyitott mondat ismeretlenjét a
tanulok helyesen hatarozzak meg, de az eredeti problémanak ez nem megol-
dasa. Ilyenkor ujra kell gondolni a megoldasi tervet.

A kapott eredmény interpretalasahoz eldszor is tisztazzuk, hogy valdban a
feltett kérdésre kaptunk-e valaszt! Ezt kivetben a szdvegben szerepld vala-
mennyi feltételt és 6sszefliggést ellendrizniink kell. Egy példa:

27. példa
Arpi édesanyja 30 évnél idésebb, de 40 évnél fiatalabb. Ha a sziiletési évének
szamjegyeit dsszeadjuk, akkor 22-t kapunk. Hany éves most Arpi édesanyja?

Megoldas

Tételezziik fel, hogy 2009-et irunk, és valamilyen megoldasi tervet (példaul
tervszerli probalgatast) alkalmazva 34 évet kaptunk Arpi édesanyjanak élet-
koréara. Akkor az 1. mondatban szerepld feltétel teljesiil, mert 30 <34 < 40.
A 2. mondatban megfogalmazott &sszefiiggés ellendrzéséhez eldszor ki kell
szamitanunk, hogy melyik évben sziiletett: 2009 — 34 = 1975. A szamjegyek
Osszege: | + 9+ 7+ 5=22, vagyis valdban helyes megoldast kaptunk.

Az ellendrzéshez — amennyiben becslés is tortént — hozzatartozik az is-
meretlen becsiilt és szamitott értékének sszehasonlitasa. Ha a két érték tal
nagy eltérést mutat, akkor a megoldasi terv rossz, vagy pedig szamolasi hiba
tortént.

Csak az ellenorzott és helyesnek talalt megoldast kovetheti a valaszadas.
Torekedjiink arra, hogy a tanulok révid, 1ényegre t6rd, de pontos valaszokat
adjanak. Az 1. évfolyamon (kiilondsen az 1. félévben) megelégedhetiink a
szobeli valaszadassal, de 2.-t61 kezdve a gyerekek irdsban is valaszoljanak a
feltett kérdésre.

Diszkusszio

A diszkusszid a szoveges feladat mélyebb elemzését, a felvetett probléma
~ megoldason tilmutatd — tovabbgondolasat jelenti. Megvizsgalhatjuk pél-
daul, hogy a megadott informacidk birtokaban még mit tudhatunk meg, illet-
ve az adatok megvaltoztatasaval hogyan valtozna a megoldas:
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28. példa
Egy gépkocsi tizemanyagtartalyaban 24 liter gazolaj van. A gépkocsi 6 litert
fogyaszt 100 km-en. Kell-e tankolnunk, ha 350 km utat szeretnénk megtenni?

Két tovabbi felvethetd kérdés:
a) Mennyi gazolaj marad az lizemanyagtartalyban az at megtétele utan?
b) Hany km-t tudnank még megtenni tankolas nélkiil?

Egy megoldhatatlan probléma esetén elgondolkodhatunk, hogy a feltéte-
lek megvaltoztatasaval vajon eredményre jutunk-e:

29. példa
Egy altalanos iskola Iétszama 131. Lehetséges-¢, hogy az alsé tagozatosok
20-szal tobben vannak, mint a fels6 tagozatosok?

Megoldas
Ha a fels6 tagozatosok szamat f-fel jeloljiik, akkor a feladatot az f+ f+ 20 =
= 131 nyitott mondattal modellezhetjiik. Ennek viszont nincs megoldasa,
mert a 111 nem oszthaté 2-vel. Ugyanakkor a nyitott mondat azt sugallja,
hogy ha a 2. feltételhez ragaszkodunk, akkor az iskola Iétszama csak paros
(példaul 130, 132, ...) lehet.

Ha viszont az 1. feltételhez ragaszkodunk, akkor az als6 tagozatosok csak
paratlan szammal (példaul 21-gyel) lehetnek tébben a fels6 tagozatosoknal.

191



3. GEOMETRIA, MERESEK

Az altalanos iskola alsé tagozatan a geometria alapvetd fogalmainak alapo-
zasa torténik. A geometriai fogalmak fejlodése hosszu folyamat, az elsé négy
évfolyamon nem zarul le. A fogalmak kialakitasanél a gyerekek életkoranak
megfeleld tényleges cselekvésekbdl, tevékenységekbdl indulunk ki. A sok-
féle tevékenységbdl szarmazé tapasztalatok dsszegytijtése vezet el az altala-
nosabb Gsszefiiggések felismeréséig, majd megfogalmazasaig.

A geometriai tevékenységek négy csoportba sorolhatdok:

1. Konstruadlasok (épités, gyurmazas, kirakas, papirhajtogatas, nyiras, tépés,
rajzolas), valogatdsok (halmazokba rendezések)

A konstrualasok, valogatasok a geometriai tulajdonsagok megismerésére
vezetd tevékenységek. FO célkitiizés a tanuldk tér- és sikszemléletének fej-
lesztése, a geometriai alakzatok tulajdonsagainak megismertetése.

2. Transzformdciok (tikrozés, eltolas, elforgatas, nagyitas, kicsinyités, torzi-
tasok) végrehajtdsa

A térbeli és sikbeli alakzatok valtoztatasaval a gyerekek megfigyelhetik a
formai és méretes tulajdonsagok megmaradasat, illetve valtozasat.

3. Tdjékozodas térben, sikban, vonalon

A tajékozodas mint a térszemlélet egyik komponense a térbeli helyzetek
¢s kapesolatok észlelésének, sajat mozgasunk elképzelésének képességét je-
lenti. Mindezen képességek kozOs magja az irdnyfogalom. Ez a képesség
hétkoznapi szituacidkban spontan modon is fejlodik, de a tovabbfejlesztés és
a tudatossa tétel az iskola feladata.

4. Geometriai alakzatok mérhetd tulajdonsagai

A geometriai alakzatok mérhetd tulajdonsagainak tanulmanyozasaval és
mérésével kezdjiik meg a keriilet, a teriilet, a felszin, a térfogat és a szog
fogalméanak kialakitasat.

A geometriai gondolkodas fejlodése és igy az ismeretszerzés folyamata

egymasra épiilo szinteken keresztiil zajlik. Az un. van Hiele-elmélet szerint
ezek a kovetkezok:
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. szint: alakzatok globalis megismerése,

. szint: alakzatok elemzése,

. szint: lokalis logikai rendezés (informalis dedukcio),

. szint: torekvés a teljes logikai felépitésre (formalis dedukcio),
. szint: axiomatikus felépités.

Az alakzatok globdlis megismerésének szintjén (1. szint) a gyermek a geo-
metriai alakzatokat egységes egészként fogja fel. Nem képes elkiiloniteni az
alakzatok részeit (alkotoelemeit). Konnyen felismeri a kiilonbdzd alakzato-
kat a formdjuk alapjan, megtanulja az alakzatok nevét (négyzet, téglalap,
haromsz6g, négyszog, 6tszog, kor, gomb, kocka, téglatest stb.), melyeket
biztonsaggal hasznal. Nem tudja azonban &sszehasonlitani a kiilonbozo alak-
zatokat. Nem ismeri fel a kockaban a téglatestet, a négyzetben a téglalapot,
illetbleg a rombuszt vagy a rombuszban a paralelogrammat, illetve a deltoi-
dot, mert szdmara ezek egészen kiillsnbdzé dolgok.

Az alakzatok elemzésének szintjén (2. szint) a gyermek az alakzatokat
részeire bontja, majd 6sszerakja. Az alakzat és részei kdzott kapesolatokat
fedez fel. Felismeri a mértani testek lapjait, éleit, csticsait. A mértani testek
lapjaiként a sikidomokat, amelyeket gorbék, szakaszok, pontok hatarolnak.
Megkezdddik a megismert alakzatok elemzése a megfigyelések, mérések,
rajzolasok, hajtogatasok, nyirasok, ragasztasok, modellezések, parkettaza-
sok, tilkérhasznalat révén. Ezen konkrét tevékenységek segitségével a tanuld
megallapitja, felsorolja az alakzat tulajdonsdgait (lapok, élek, illetve oldalak,
csucsok szama; lapok alakja; élek, illetve oldalak hosszasaga; lapok, illet-
ve oldalak parhuzamossaga, merSlegessége; szimmetriatulajdonsagok; van
derékszoge stb.), de a tulajdonsagok kozotti logikai kapesolatokat még nem
ismeri fel. A tulajdonsagok megallapitisa csak az alakzatok megkiilénbozte-
tésehez sziikséges, igy az egyes alakzatok definidlasanak igénye nem meriil
fel. Az alakzatok megkiilonboztetésével megindul az osztalyba sorolas, de
ezen a szinten a gyermek még nem veszi észre az alakzatok kozotti hierar-
chikus kapcsolatokat. Megallapitja ugyan az alakzatok k6zos tulajdonsagait,
hogy példaul a négyzet és a téglalap is 4 csiicesal, 4 oldallal rendelkezik,
szemkozti oldalai parhuzamosok, szomszédos oldalai merdlegesek, minden
szOglik derékszog, de ebbdl nem kévetkezik szamara az, hogy a négyzet tég-
lalap is egyben. Vagy ehhez hasonldan az sem, hogy a kocka téglatest, a
téglalap paralelogramma stb.

Az als6 tagozaton az 1-2. szint megvaldsitisa realis. Az altalanos iskola
felsd tagozatan a 3. szint elérése lehet a cél. A 4. és 5. szinteknek megfeleld
oktatas a kozépiskola és a felsGoktatés feladata.

W W N =
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A geometria témakdrbe tartozd problémék megoldasahoz, a geometriai
fogalmak alakitasahoz, illetve geometriai tulajdonsagok megfigyeltetéséhez
folyamatosan alkalmazunk halmazelméleti és logikai ismereteket. A kiilon-
boz6 szemponti valogatasok soran halmazokat hozunk létre, a halmazok
elemeirdl allitdsokat fogalmazhatunk meg, illetéleg adott halmazhoz kap-
csolt allitasok logikai értékérdl donthetiink.

A geometriai fogalmak tanitasakor el6szor térbeli alakzatok manipulativ
vizsgalatabol induljunk ki, hiszen a tér a tapasztalatszerzés természetesebb
helyszine, mint a sik.

A mérés soran arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy egy bizonyos meny-
nyiség hanyszorosa a mértékegységiil valasztott mennyiségnek.

Ebben a témakdrben a hosszusag, a tdmeg, az lrtartalom és az id6 mérésé-
nek tanitasaval foglalkozunk. I'argyaljuk tovabba az un. méretes geometriai
tulajdonsagok (keriilet, teriilet, felszin, térfogat, szog) fogalmat és mérését.

A méréstanitas also tagozaton tobb célt is szolgal. Elsédlegesen a min-
dennapi életben vald eligazodashoz sziikséges ismereteket, kompetencidkat
fejlesztjiik, de a mértékrendszer felépitését is elkezdjiik. A hosszisag és a
beldle szarmaztathaté keriilet, teriilet, felszin, térfogat fogalmak a geometriai
fogalmak elmélyitésének is az eszkozei, csakiigy mint a szdgfogalom. Az
alapmennyiségek (hosszisag, tdmeg, id3) bevezetése megalapozza a késéb-
bi évek természettudomanyos tantargyait (fizika, kémia) is.

Ez a témakor szamtalan lehetdséget kinal a tantargyak kozotti koncentraciora,
csakugy mint a mindennapi élet szituacidinak bevonasara. A kdrnyezetismeret
tantargyban szintén megtalalhatd a Mérések fejezet. Ott elsésorban a tényleges
gyakorlati feladatokra koncentrélva jelennek meg az egyes mennyiségek. Mate-
matikadrakon a konkrét mérési feladatok keretében a mennyiségek szamszerii
kifejezésére is hangsulyt fektetiink. Emellett kézenfekvo lehetdségek adédnak
testnevelésoran az id6tartam (példaul futas ideje), a hosszasag (példaul tavolug-
ras), a tomeg (sulyzozas) mérésére. Enekéran az iitemezésen keresztiil az id6mé-
rés, technikadran a hosszisagmérés gyakorlati alkalmazasara keriil sor. Anya-
nyelvoran pedig olvasmanyaik alapjan kiilonbsz6 régen hasznalatos, mesékben
eléfordulé alkalmi mértékegységeket ismernek meg a tanulok.

A geometria és a mérések tanitasa rendkiviil eszkozigényes tevekenység.
A tanitd szamara az eszk6zok hasznalata nehezebb szervezési feladatot, t5bb
el8késziiletet jelent. A gyerekek eszkozhasznalatanak, egyéni targyi tevé-
kenységének elhagyasa azonban megakadalyozna a személyes tapasztalat-
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szerzést, ami a megfeleld képzettartalmak kialakulasahoz sziikséges. A meg-
felelé képzetrendszer viszont nélkiilozhetetlen a matematikai problémak
megoldasahoz, a fogalmak megértéséhez.

3.1. Testek

3.1.1. Atestfogalom kialakitisa
A testfogalom (zart térrész) kialakitasat a kérnyezetiinkben talalhato targyak
formai (alaki) tulajdonsagainak vizsgalataval, illetve térbeli épitésekkel
kezdjiik.

A térbeli épitések sorrendje:

1. testekbdl testek épitése;

2. siklapokbdl a testfeliilet eldallitasa;

3. élvazépitokbdl az élek-csicsok rendszerének megalkotasa.

Végezzenek a gyerekek el6szor épitéseket szabadon, aztan modell alapjan
mdsoldsokat, majd alkossanak kiillonbdzé feltételek szerint: eleinte egy feltétel
szerint egy-egy épitményt, késdbb tobbet, ezt kivetden tobb feltétel szerint minél
t6bb, végiil az sszes épitményt. Epithetnek szines rudakbol, Dienes-készletek
elemeibél, gyufasdobozokbdl, legdelemekbdl, fa épitdkockakbol, amelyek ko-
z6tt gorbe feliiletlek is talalhatok, gyurmabol, tér- és sikmértani modellezdkész-
let lapjaibol, Babylon-készlet elemeibdl, szivoszalakbol stb. A testek alkotdsa
soran hivjuk fel a gyerekek figyelmét a testek térbeli zartsagara. Példaul egy tég-
latest alakti cipdsdoboz csak a fedelével egyiitt tekinthetd testnek. Ha levessziik
a doboz fedelét, akkor egy nyitott térbeli alakzathoz jutunk.

A modell - amelyhez éltalaban egyfajta elemeket hasznalunk — mdsoldsa
torténhet Ggy, hogy a gyerekek

— az eredetivel egybevagd, azaz ugyanolyan alaku és méretii testet hoz-
nak létre.

~ a modell kisebb vagy nagyobb masdt épitik meg. Példdul ha a tanité
modellje a 3-as Dienes-készlet nagykockaibol késziilt, akkor a tanulok
masoljak ezt le fehér kiskockakbol. Ezzel a hasonlosag szemléletes ala-
pozasat kezdjiik el.

— fémykép vagy perspektiv rajz alapjdn épitenek, ami mellé az alaprajzot
is megadhatjuk, ha a fénykép vagy a perspektivikus rajz 6nmagaban
nem elegendd az épités egyértelmii végrehajtdsahoz (amennyiben a
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tobbféle megoldas elkészitése a célunk, ne adjuk meg az alaprajzot). Az
alaprajzon feltiintetett szamok azt mutatjak meg, hogy az adott helyen
milyen magas az ¢pitmény, hany elem van egymas f516tt. Az alaprajzba
irt szamok 6sszege a felhasznalt rudak szamat adja, és egyforma épito-
elemek esetén egyben a térfogat mérészamat.

1. példa
Epitsd fel fehér kiskockakbol! (3.1. dbra)

— csak alaprajz alapjan épitenek. Az alaprajzok ismeretében egyértelmiien
elkészithetok az épitmények.

2. példa
Epitsd fel az alaprajz alapjan csupa rézsaszinti rudakbdl! (3.2, dbra)

Ugyanarrol az épitményrdl késziilhetnek kiilonb6z6 alaprajzok, ha mas-mas
lapjan all.

3. példa
Epitsd meg fehér kiskockakbdl mindegyiket! Kosd dssze azokat az alapraj-
zokat, amelyek késziilhettek ugyanarrél az épitményrél! (3.3. dbra)

3 2 3 [ 3 2
2 2 2 1
2
1 1 1
3.1. dbra 3.2. dbra

32321“122 2|21

3.3. dbra

Megjegyzés:
Egy épitményt elforgatva vagy masik lapjara allitva a tanuldk eldonthetik,
hogy ugyanarrol az épitményrdl késziilt-e az alaprajz.
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Az épitésekhez adott feltételek vonatkozhatnak:
— az épitdelemek sz&mara, fajtajara: példaul 4 vilagoskek radbol épitse-
nek lényegesen kiilonbozo testeket;
— az épitmény magassagara: példaul a piros ridnal ne legyen magasabb;
— arra, hogy az épitmény lyukas vagy tomor legyen;
— az épitmény feliiletére (van gorbe felilletrésze, vagy csupa siklap hatéarolja);
— az épitmény alapteriiletére;
— az épitmény tilkrosségére;
— az épitmény konvexitasara: legyen vagy ne legyen rajta bemélyedés;
a hatéarolo lapok szdmara, alakjara, helyzetére stb.
Ezekbél a feltételekbol egy-egy épitéshez egyszerre csak egy, esetleg két
feltételt adunk meg.

3.1.2. A siklapa test fogalmdnak kialakitdsa. Testhdlok

A szabad épitések, a modellek masolasa soran a gyerekek geometriai tapasztala-
tokat szereznek a testekrol. A testek (targyak) kiilonbdzd szempontt valogatasa-
nal ezekre a tapasztalatokra épitiink. A siklapt test (poliéder) fogalmat a testeket
hatarolé feliiletek vizsgalataval készitjiik eld. A fogalom bevezetéséhez a tanito
a testeket (targyakat) aszerint valogattatja a gyerekekkel, hogy csupa siklap ha-
tarolja-e vagy sem, azaz van-e gorbe feliiletrésze. Vizsgaljak meg a tanulok a
kornyezetiikben, az osztalyteremben talalhatd targyakat: példaul szekrényeket,
gyufasdobozokat, gyogyszeres iivegeket, befbttesiivegeket, vadgesztenyéket,
labdakat, épitdkockakat, kavicsokat stb., tovabba testmodelleket: kockékat, tég-
latesteket, kiilénbozd hasabokat, gilakat, hengereket, kipokat, gomboket.

1. példa
Valogassatok ki az itt lathatd testek (3.4, dbra) koziil azokat,
a) amelyeket csupa siklap hatarol;
b) amelynek van gorbe feliiletrésze;
¢) amelyeket nem csak siklap hatarol;
d) amelyeknek csak gorbe feliilete van!

S0
AN AND

3.4. dbra
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Fontos, hogy kezdetben ezek a valogatasok konkrét targyi tevékenység-
gel torténjenek. A gyerekek vegyék a keziikbe ezeket a testeket, tenyeriikkel
kovessék, érzékeljek a kiilonbséget a sik ¢s a gorbe feliiletrészek kozott. Fi-
gyeljék meg, hogy a példaban szerepld csupa siklappal hatarolt testeknek
— a téglatestnek, kockanak, tetra¢dernek, négyzet alapt gulanak és a hatszog
alapt hasabnak — a lapjai az asztallapra illeszkednek, azokat koriil lehet raj-
zolni. Figyeljék meg azt is, hogy a henger, a kup, a ,,félbevagott” henger csak
a siklapjukra helyezve allnak stabilan az asztalon.

A fogalomépitéshez hozzatartozik a fogalom megnevezése, szavakba ontése.
Alsé tagozaton ezek a megnevezések nem sziikségszeriien azonnal a legponto-
sabbak, a legszakszertibbek. Arra azonban tigyelniink kell, hogy olyan megneve-
z¢st hasznaljunk, ami a késébbiekben nem vezet ellentmondashoz, félreértéshez.
A példaban bemutatott valogatasokhoz hasonld csoportositasok soran nevezziik
el a csupa siklapokkal hatarolt testeket kozos néven siklap vagy szogletes tes-
teknek! Nem hasznaljuk az els6 négy évfolyamon a poliéder kifejezést.

Mutassuk meg egy siklapt test lapjait, éleit és csucsait!

2. példa
Rakj ki 3 fehér kiskockat igy! (3.5. dbra)

a) Mutasd meg ¢s sorold fel a keletkezett test hataro-
16 lapjait! Tarts rendet a felsorolasban!

b) Két lap talalkozasanal hiizd végig az ujjad! Erez-
heted, hogy milyen éles, ezért is nevezziik élnek.
Mutasd meg és sorold fel rendben az éleket!

¢) Szamlaljuk meg, hogy hany cstcsa van az épit-
ménynek! 3.5. dbra

Megoldas

a) A felsorolast kezdhetjiik példaul azzal a lappal (koriil is rajzolhatjak),
amelyik az asztallapra illeszkedik. Ez egy L alaki lap, a vele szemben
1évo lap feliil is ilyen. ElI6] egy téglalap latszik, hatul két négyzetlap, az
egyik kozelebb, a masik tavolabb. A bal oldalon szintén egy téglalap,
a jobb oldalon két négyzetlap, az egyik kdzelebb, a masik tdvolabb. Ez
Osszesen 8 lap.

b) Az alaplapon 6 €l van, a fed6lapon szintén 6, az oldallapok talalkoza-
sainal is 6 él. Ez 6sszesen 18 él.

¢) Alul és feliil is 6-6, ez dsszesen 12 csucs.
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Az él fogalmat pontosithatjuk, mélyithetjiik, ha C
olyan épitményekkel is taldlkoznak a tanulok, ame-
lyeken két él egy egyenesbe esik. (3.6. dbra)
A vastagon rajzolt szakasz két ¢élt (AB és BC) je- B
161, mert azok nem ugyanannak a két lapnak a hataran .
vannak. A
3.6. abra

4. évfolyamon keressék meg a gyerekek az 9sszefliggést konvex poliéderek
(példaul kocka, téglatest, giila stb.) esetén a csiicsok, lapok ¢s élek szdma ko-
z6tt: cstcsok szama + lapok szdma — élek szama = 2 (Euler-féle poliédertétel).
A felfedezett 5sszefliggésrol a gyerekeknek nem kell tudniuk, hogy ez csak a
testek egy jol meghatarozott csoportjara, a konvex poliéderekre igaz. Elegendd
néhany jol megvalasztott ellenpéldaval nyilvanvalova tenni a szamukra, hogy
vannak olyan testek, amelyekre ez nem teljesiil (3.7. dbra):

csucsok szama: 14
lapok szadma: 12
élek szama: 23
14+12-23+£2

3.7. dbra

A papirlapbol, a sik- és térmértani modellezdkészletbdl készitett kockat,
téglatestet, tetraédert, hdromszdg alapu hasabot, ghlat stb. vagjak fel, illetve
nyissak szét a gyerekek annyi €liik mentén, hogy a lapok egyben maradja-
nak, ne essenek szét két- vagy tobbfelé, de ki tudjak teriteni 6ket a sikba. Vé-
gezzenek tobb kisérletet a tanuldk, figyeljék meg, hogy melyik testnél hany
élt kellett felvagni, illetve szétnyitni. A tetraéder, a haromszdg alapt gula
kiteritéséhez 1, illetve 2 él felvagasa, szétnyitasa nem elég, 3 él felvagasa,
szétnyitdsa azonban sziikséges ¢s elegendd is. Probalkozasaik soran tapasz-
talhatjak, hogy 4 €1 menti szétvagassal, szétnyitassal mar két darabra esik
szét a tetraéder. Azt is bemutatjuk, hogy nem mindegy, hogy melyik harom
é1t valasztjuk ki. Ha a kivalasztott 3 €l egy siklapon van, akkor a test nem te-
rithetd ki. A kocka, téglatest kiteritéséhez 7 ¢élt kell felvagniuk, szétnyitniuk.
Ezek a kiteritések vezetik el a gyerekeket a testhalokhoz. A tanuldk tovabbi
feladata legyen az, hogy a testeket tobbféleképpen teritsék ki. Ellenorzésként
a testhalokbol Gsszehajtogatassal, Ssszeragasztassal ujra létrehozzak, visz-
szaallitjak az eredeti testeket. Erdekesek és a térszemlélet fejlesztésére kii-
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I6ndsen alkalmasak azok a feladatok, amelyekben kiilonb6z6 rajzokrdl kell
eldonteniiik, hogy lehetnek-e egy kockanak, egy téglatestnek, egy négyzet
alapu gilanak (piramisnak) vagy barmilyen testnek testhaldi.

3. példa
Melyik halobol lehet kockat dsszeallitani, melyikbél nem? Probald is ki!
(3.8. abra)

niln (T

Hrt -

3.8. dbra

4. példa
Probald a rajz alapjan megallapitani,

hogy az alabbi halokbdl lehet-e testet ) _ =
hajtogatni! Négyzethaloén nagyitsd a < B J> * ‘

rajzokat a kétszeresiikre, majd vagd
ki, ¢és hajtogatassal ellendrizd az el-
gondolédsodat! (3.9. dbra) 3.9. dbra

Megjegyzés:
A gyerekeknek fel kell ismerniiik az egymashoz csatlakozé oldalakat és azt,
hogy a csatlakozé lapok oldalainak hossza megegyezik.

Adhatunk olyan feladatot is, amelyben a kocka, valamint a téglatest kii-
16nb626 haldin az egymassal parhuzamos lapokat kell azonos szinnel kiszi-
nezni vagy egy adott lapra merbleges lapokat megjel6lni. Tovabbi feladat
lehet a kocka, illetdleg a téglatest haldjan megadott éllel pArhuzamos, illetve
merdleges €lek szinezése.
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3.1.3. Testek tulajdonsagai, jellemzése. Nézeti képek
A testek (targyak) kiilonbszd szemponta szétvalogatasaval a geometriai tu-
lajdonsagokra iranyitjuk a figyelmet.

A gyerekek valogathatnak sajdt szempont szerint, ekkor az ¢ feladatuk,
hogy sajat szavaikkal megfogalmazzak az egy csoportba valogatott testek
(targyak) kozos, a tobbi testtol (targytdl) eltérd tulajdonsagat. Kezdetben en-
gedjiik hasznalni a gyerekeknek sajat megfogalmazasaikat, ha valéban meg-
felel a k6zds tulajdonsag jelolésére. A tanitonak akkor érdemes a pontosabb,
szakszerlbb kifejezést bevezetni, ha az a fogalom megnevezését szolgalja.
A fogalom megnevezése eldtt a fogalmat tartalommal t6ltjilkk meg.

Valogathatnak a tanulok a tanité altal adott szempont szerint is. Ha azon-
ban a tanité — megnevezés nélkiil — akar egy-egy tulajdonsagot kézéppontba
allitani (a geometriai fogalmat tartalommal megtolteni), akkor kezdje el a
valogatast, a gyerekek feladata pedig a megkezdett vdlogatds folytatdasa. Az
egy csoportba sorolt testek (targyak) kozos, a tobbi testtdl (targytol) eltérd
tulajdonsaga lesz a kialakitando 0j fogalom tartalma.

Lehet a gyerekek feladata elrontott valogatds javitdasa is. Megadhatjuk az
egy csoportba valogatott testek (targyak) k6zds tulajdonsagat, de az is lehet-
séges, hogy a valogatashoz nem adjuk meg, hogy mihez képest javitsanak
(lasd 2.1.5. fejezet).

A tanulok csoportosithatnak aszerint, hogy
— a testet csupa siklap hatarolja, vagy van gorbe feliiletrésze: szogletes
vagy nem siklapt test (lasd 3.1.2. fejezet);
— atest lyukas (példaul kulcs) vagy nem lyukas;
— atesten van bemélyedés vagy nincs (konkav vagy konvex a test);
— a test tomor (példaul lila rad) vagy tireges (példaul labda);
— atest tiikros vagy nem tiikros;
— atestnek 1 tiikorsikja van vagy t6bb Is;
— a siklapu testnek hany hatarolé lapja van;
— a siklapu testnek milyen alaktak a hatarol¢ lapjai;
— a siklapu testnek vannak egybevag6 lapjai vagy nincsenek;
— a siklapu testnek hany egybevagd lapja van;
— a siklapd testnek vannak parhuzamos lapjai vagy nincsenek;
— asiklapu testnek vannak merdleges lapjai vagy nincsenek;
- a siklapu testnek hany éle van;
— a siklapu testnek hany azonos hosszisagu éle van;
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— a siklapu testnek vannak parhuzamos €lei vagy nincsenek;
— a siklapu testnek vannak mer6leges élei vagy nincsenek.

A test komvexitdasaval kapcsolatban azt figyeltetjiik meg a bemutatott
testeken, hogy van-e rajtuk bemélyedés, ,,beugras” (nem konvex, konkdv)
vagy nincs (konvex), illetve el lehet-e ,.bijni” benniik (nem konvex) vagy
nem (konvex). Siklapu testek (poliéderek) esetén azt is megmutatjuk, hogy a
konvex poliédert siklapra fektetve annak minden lapjat kériil tudjuk rajzolni
(kocka, téglatest, tetraéder, négyzet alapu gila stb.).

Siklapu testeken figyeltessiik meg €s — konvex esetben -- rajzoltassuk is
koriil a testeket hatdrolo lapokat. Nézziik meg, hogy hanyféle és milyen ala-
ki lap hatarolja, tovabba koéziiliik hany lap ugyanolyan alak és ugyanakkora
(egybevagd). Vizsgaljuk meg a kockanal, téglatestnél, giilaknal, hasdboknal
az egybevdgo lapok elhelyezkedését. Figyeljék meg a gyerekek, hogy a kii-
16nbozé siklapu testeknél egy-egy csucsban hany lap taldlkozik (minden
csticsnal ugyanannyi vagy nem). Példaul a tetraéder mindegyik csticsdban
3 lap talalkozik, a négyzet alapt gula (piramis) alaplapjan lévé csficsaiban
3 lap, az alaplapra nem illeszkedd csticsaban 4 lap talalkozik.

A téglatest, kocka szemkozti, illetve szomszédos lapjai helyzetének vizs-
galata sordn vezethetjiik be 0j fogalomként a parhuzamossdgot és a merdle-
gességet. Téglatestmodellként hasznalhatunk példaul gyufasdobozt. A gyu-
fasdobozon kijeloliink két szemkozti lapot és kerestetjiik a lapok kozos élét.
A szemkozti lapoknak nincs kozos éliikk. Ha a lapokat akarmekkorara megna-
gyobbitanank, akkor se lenne, a szemkozti lapok parhuzamosak. Mindharom
szemkozti lappar parhuzamossagéat figyeltessitk meg.

A gyerekek két keziikkel is mutassak tobbféleképpen a parhuzamossagot,
a nem parhuzamossagot.

Az osztalyteremben kerestessiink olyan targyakat, amelyeknek vannak
parhuzamos lapjai, mutassak is meg czeket.

A téglatesten kijeloliink két szomszédos lapot, és vizsgaljuk a lapok haj-
lasszdgét. Ezek hajlasszoge derékszog, ugy is mondhatjuk, hogy ezek a la-
pok merélegesek egymasra. Hajtogatott derékszoggel ellendrizziik a szog
nagysagat. Vegyiink egy feddlap nélkiili téglatestet, és tegyiik a hajtogatott
derékszog csucsat a két lap k6zos élére. Ekkor a derékszog egyik szara az
egyik lapon, a masik a vele szomszédos lapon lesz (mindkét szar merdle-
ges a kozos élre), tehat a vizsgalt szomszédos lapok merdlegesek egymasra.
Barmilyen alak( papirlapbol Gigy tudunk derékszoget hajtogatni, hogy tet-
sz8leges helyen dsszehajtjuk a papirlapot, majd Gjra 6sszehajtjuk gy, hogy
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az elsé hajtasél két darabja egymasra keriiljon. Als6 tagozaton a szogmérés
egyetlen eszkoze a hajtogatott derékszog (lasd 3.7.5. fejezet).

A gyerckek mutassak két keziikkel, illetve a tankonyv két lapja kozott
a merdlegességet. Kérhetjilk annak bemutatsat is, amikor a tankdnyv ket
lapja nem merodleges.

Az osztalyteremben keressiink olyan lapokat, amelyek merdlegesek egy-
masra. Keressiink olyanokat is, amelyek nem merdlegesek és nem parhuza-
mosak, azaz olyan metsz6 lapokat, amelyek nem merélegesek egymasra.

1. példa
a) Keressetek ezen a testen (szabalyos haromszdg alapa hasabon) parhu-
zamos lapokat! Mutassatok meg!
b) Keressetek merdleges lapokat! Mutassatok meg!
¢) Keressetek olyan lapokat, amelyek nem parhuzamosak és nem merdle-
gesek egymasra!

Megoldas
a) A két haromszog alakq lap.
b) Tobb lehetdség: a haromszdg alaku alaplapok és az oldallapok egyike.
¢) Barmelyik két oldallap. Példaul két szomszédos oldallap nem parhuza-
mos, mert Osszeérnek, van kozds éliikk. Derékszognél nagyobb szoget
zarnak be, ezért nem merdlegesek.

Megjegyzés:

A merdlegesség bemutatasahoz vegyiink egy feddlap nélkiili modellt és egy
hajtogatott derékszoget. A hajtogatott derékszodg csticsat helyezziik az alap-
lap és az oldallap kozos élére, ekkor a derékszog szarai az alaplapra és az
oldallapra illeszkednek. Ezzel belatjuk, hogy az alaplap és az oldallap mer6-
legesek egymasra.

Siklapt testek (poliéderck) esetén vizsgaljuk meg az élek helyzetét is.
Modelleken szemléltessiik a konvex és nem konvex poliéderek éleinek le-
hetséges helyzeteit. Az élek metszdk, ha egy csicsban taldlkoznak, vagy az
élek meghosszabbitésai metszik egymast. Az utobbi esetben hurkapalcikakat
vehetiink segitségiil a szemléltetéshez. Ha a metsz6 élek derékszdget zarnak
be, akkor merdlegesek egymasra. Ennek ellendrzése hajtogatott derékszog-
gel torténik. A nem metszd élek pdrhuzamosak vagy kitérdk. Parhuzamos
élek esetén érzékeljék a tanuldk, hogy azok egy sikban vannak, és az élek
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meghosszabbitasai nem ,taldlkoznak”, kitér$ élek esetén annyit, hogy az
¢lek nincsenek egy sikban.

Az alsé tagozat végéhez kozeledve a tanuldk a megismert geometriai tu-
lajdonsagok segitségével egyre pontosabb jellemzést tudnak adni a kiilonbo-
z6 testekrol.

Atérszemlélet, az irdnyfogalom, a tajékozddasi képesség fejlesztését szol-
galjak az alaprajzra, illetdleg nézeti képek alapjan torténd épitések, valamint
a testek nézeti képeinek elkészitése. A nézeti képek azt mutatjak meg, hogy
hogyan néz ki egy test el5lrél, feliilrél és oldalrdl (jobbrél és balrdl).

2. példa

Epitsd meg a testet fehér kiskockakbol az alaprajz alapjan! [ __
Készitsd el az el6l-, feliil- és oldalnézeti (jobb és bal) képe- | | 1
ket! (3.10. dbra) 1

3' példa 3.10. dbra
Epitsd meg a testet fehér kiskockdkbé! a nézeti képek alapjan! (3.11. dbra)

El6Inézet Feltilnézet jobbrglldalnézebtalr()l

| EER [

o HY oH
3.11. dbra |

Megjegyzés:
A feladatot nehezithetjiik azzal, ha mds szint, illetve tobbféle szint rudakat
is hasznalunk.

3.1.4. Specidlis testek. A kocka és a téglatest

A testek koziil kiemelten foglalkozunk a kockaval és a téglatesttel. A gye-
rekek mdr az 6vodéban képesck felismerni formdjuk alapjan a kockat és a
téglatestet. Megtanuljak a két alakzat nevét, amelyet az 1-2. évfolyamon
mar biztonsaggal hasznalnak. Ez a geometriai gondolkodas fejlédésében az
alakzatok globalis megismerésének szintje.

Ezt kbvetben a 3—4. évfolyamon az alakzatok elemzésének szintjén a tanu-
16k a kockat €s a téglatestet részeire bontjak, kiteritik, majd 6sszerakjak. Az
alakzatok és részeik kozott kapesolatot fedeznek fel. Meghatarozzak a koc-
ka, illet8leg a téglatest lapjainak, éleinek, csucsainak szamat, a lapok alakjat.
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A lapok alakjarol a testek koriilrajzolasaval gy6zédhetnek meg. Felismerik
az egybevago lapokat. Megallapitjak, hogy a kockat csupa ugyanolyan alaka
¢és ugyanakkora (egybevago) négyzetlapok hataroljak. A téglatest szemben
fekv® lapjai paronként egybevagé téglalapok. Osszehasonlitjak az élek hosz-
szisagat. Megfigyelik mindkét alakzatnal a szemkozti lapok parhuzamossa-
gat, a szomszédos lapok merdlegességét. Megfigyelnek parhuzamos, meré-
leges és kitérd helyzeti éleket. Konkrét tevékenységek segitségével a kocka
€s a téglatest emlitett tulajdonsagait megallapitjak és felsoroljak, de a tulaj-
donsagok kozotti logikai kapcsolatot még nem ismerik fel ezen a szinten.
A kocka és a téglatest tulajdonsagainak Gsszehasonlitasara célszer(i tulaj-
donsagkartyakat készittetni a gyerckekkel. Példaul ,,6 lapja van.”, ,,Vannak
parhuzamos €lei.”, ,,Csak négyzetlapok hatéroljak.”.

Az alakzatok elemzésének szintjén allé tanulok megallapitjak a kocka és a
téglatest kdzos tulajdonsagait, de ebbdl nem kovetkezik szamukra, hogy a koc-
ka téglatest is egyben. Ezen a szinten az alakzatok kozotti kapesolatokat, tar-
talmazasi relacidkat még nem veszik észre. Ez persze nem jelenti azt, hogy a
tanitd ne probaljon meg feltenni a kovetkez$ gondolkodasi szintnek, a lokdlis
rendezés szintjének megfeleld kérdéseket a fogalmak kozotti tartalmazasi rela-
ciokra vonatkozdan. Probéalkozhat példaul azzal, hogy a kockat egy kiilonleges
téglatestként nevezi meg, de a probalkozasok nagy valdsziniiséggel az alsd tago-
zatos tanulok donto tobbsége szamara hidbavalonak mutatkoznak. A kiilonbozd
alakzatok kozotti osszefliggések meglatésara azok a tanulok képesek, akiknek a
geometriai gondolkodasa az alakzatok elemzésének szintjénél magasabb szinten
all. Ekkor egy alakzat felfogasa egy masik alakzat specidlis eseteként mar nem
okoz problémat. A lokdlis rendezés szintjén a kocka mar téglatest. Erre a szintre
azonban a tanulok nagy része csak fels6 tagozatos koraban jut el.

A specidlis testek k6z€ soroljuk a szabdlyos testeket (tetraédert, hexaédert
vagy kockadt, oktaédert, dodekaédert, ikozaédert), azokat a konvex poliéde-
reket, amelyeknek élei, élszdgei és lapszogei egyenlok. A szabalyos testek
lapjai egybevagd szabalyos sokszdgek. Figyeltessiik meg a gyerekekkel a
szabalyos testmodelleken a lapok alakjat, egybevagosagat, az élek egyenls-
ségét! Szabalyos testeket épittethetiink a gyerekekkel csupa egybevagé sza-
balyos haromszoglapokbdl, négyzetlapokbol, stszoglapokbol.

1. példa

Epitsetek testet 4, illetve 8 ugyanolyan alaku és ugyanakkora haromszog-
lapbol, amelynek oldalai egyenlok! Lehet-e 3, 5 vagy 6 ilyen lapbol testet
épiteni? Probaljatok kil
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2. példa
Epitsetek 6 négyzetlapbol testet! Milyen testet kaptatok?

Szabalyos testek élvazat gyurmagolyokba szirt egyenld hosszisagi palci-
kakkal, vagy valamilyen élvézas épit6jaték felhasznalasaval készithetjiik el.
A Babylon-készlet goly6ibdl és egyenld hossziisagi palcikaibol kétféle sza-
balyos testet épithetiink meg: kockat €s oktaédert (kettds piramist).

3. példa

Epitsétek meg a képen lathat6 testeket gyurmagolydkba szart egyenld hosz-
szlisagn palcikakkal! Toltsétek ki a tablazatot a megépitett testek tanulma-
nyozasaval! (3.12. abra)

Bopecc B C
Csucsok szama
Elek szama

1 lap oldalszama

A B C

Lapok szama

3.12. dbra

Megjegyzés:
A testfogalom megfeleld fejlettségét igényli ez a 4. évfolyamnak szant fel-
adat, mert az élvazas modellhez oda kell képzelni a test lapjait.

3.2. Sikidomok

3.2.1. Asikidom fogalmdnak kialakitdsa
A kornyezet targyainak formajat vizsgalva nemcsak a testfogalom, hanem a
sikidom (zart sikrész) fogalmanak kialakitasa is indul. A fogalom alakitasa-
ban nagy szerepe van a sikbeli alkotasoknak.
A sikbeli alkotdsok sorrendje:
1. sikidomokbol ujabb sikidomok, mintak készitése; sikbeli alakzatok lét-
rehozasa festéssel;
2. sikidomok hatarvonalainak alkotasa palcikakkal, szivoszalak 6sszefii-
zésével, gumikarika kifeszitésével, rajzzal (szabad kézzel, sablonnal,
vonalzoval, korzével).
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Alkossanak a gyerekek kezdetben szabadon, aztan végezzenek mdsoldso-
kat, majd alkossanak kiilonbodzo feltételek szerint: eleinte egy feltétel szerint
egy-egy sikbeli alkotast, késobb tobbet, ezt kdvetden tobb feltétel szerint
hozzanak létre minél t6bb, végiil minden lehetdséget. Sikidomokat alkot-
hatnak kirakassal kézbe vehet6 sikidomokbodl, mozaiklapokbdl, a tér- és sik-
mértani modellezdkészlet lapjaibol, a logikai készlet lapjaibdl; papirbdl haj-
togatassal, tépéssel, nyirassal; festéssel; sz6ges-lyukas tablan gumigytrik
kifeszitésével; szivoszalak Osszefiizésével; szabad kézzel torténd rajzolassal,
sablonok kérberajzolasaval, vonalzo, kérzé hasznalataval.

Legyen a gyerekek feladata sikbeli nyitott és zart vonalak megkiil6nbéz-
tetése. Hangsulyozzuk, hogy a zart vonal altal hatarolt zart sikrészt tekintjiik
sikidomnak.

Szabad kirakdsok sordn a kézbe vett sikidomokkal ismerkednek a gye-
rekek, ezaltal egyre konnyebben felismerik formajuk alapjan a kiilnb6z6
alakzatokat kiilonféle helyzetiikben. A tanuldk szabadon hajtogathatnak pa-
pirbol, olléval nyirhatnak, téphetnek kiilonbdzo formékat, rajzolhatnak sza-
bad kézzel, vonalzéval, kdrzdvel, eldallithatnak sablonok koriilrajzolasaval
sokféle alakzatot.

Minta utani masolasoknal kezdetben célszer(i olyan kivagott vagy elbre-
rajzolt formakat a gyerekek elé tenni, amelyeket pontosan be tudnak fedni
sikidomokkal. Ugyeljiink arra, hogy eleinte néhany (3-6) elemmel kirakha-
t6 formakat adjunk, majd fokozatosan névelhetjiik a kirakashoz sziikséges
elemek szamat. Sikidomokbol alkothatnak a gyerekek sormintdt, sikmintdt
szabadon, vagy folytathatnak elkezdett mintat. Egymassal egybevagd sik-
idomok kirakosgatasaval parkettamintakat készithetiink. A parkettdzds a sik
sikidomokkal tértén6 egyrétli és hézagmentes lefedését jelenti. Parkettazassal
a lapok illeszthet6ségérol szereznek tapasztalatot a tanulok. Adjunk a gye-
rekek kezébe olyan sikidomokat, amelyekkel tudnak parkettazni (barmilyen
haromszoglappal, barmilyen négyszdglappal, kdzéppontosan szimmetrikus
hatszoglapokkal, bizonyos 6tszdglapokkal, bizonyos gérbe vonal lapokkal
stb.), és olyanokat is, amelyekkel nem sikeriil a parkettazas (szabalyos 6t-
szoglapokkal, korrel stb.).

Az egybevago sikidomokkal torténd parkettazas elokésziti a teriiletmérést
(lasd 3.7.2. fejezet), valamint a geometriai transzformaciokat (1asd 3.3.1. fe-
jezet) is.

207



Példak parkettamintakra ] v [
(3.13. abra): g P . VN

7 [ 7

— L, = = ’/ ’/
| |
3.13. dbra
A parkettamintak kirakasa | | |

jol elbkésziti a vonalzoval, | —11, N S g
korzovel torténd parkettak \“> i [ \_"> A1 LTS
rajzolasat. Halora vagy racs- | — w -
ra is rajzolhatjak a gyerekek | | |/ L L
a lefedd sikidomokat. (3.74. P » /““
dbra) - ol -l E
Megjegyzés. B A1
Akisgyerek szamara a vonal- {
20 ¢és a korzd hasznalata nem X “><
egyszerl feladat, sok gyakor- / — ! T
lassal érhet6 el a biztonsagos 11 N \ i
eszkdzhasznalat. 1] TN/ -

T T |

3.14. dbra

Sokszogeket leggyakrabban négyzethaléra (pontracsra), haromszogha-
I6ra (pontracsra), illetve szges-lyukas tablara masoltatunk. Mindenképpen
ugyanolyan alakd, néha ugyanolyan méretii haléra vagy pontracsra masol-
nak a gyerekek, mint amilyenen a masoland6 alakzatot megadtuk. A méso-
lasok soran tisztazzuk azt, hogy barmelyik csics lehet kezdGpont, illetdleg
azt, hogy a koriiljaras irdnya is tetsz6legesen megvalaszthat6. Halora vagy
pountracsra torténd masolasoknal minden esetben vonalzd segitségével raj-
zoljak be a tanulok a szakaszokat (oldalakat).
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1. példa

Masold at a fiizetedbe a
sikidomokat! (3.15. dbra) TN C
<<
[
/ 7
HAEEA / S
EEEEE SN
|
3.15. abra

A sikbeli alkotasokhoz adott feltételek vonatkozhatnak

— a felhasznalhat6 sikidomok szamara: példaul a logikai készlet 2, 3, 4,
illetve 6 szabalyos nagy haromszoglapjabdl teljes oldaluk illesztésével
alkossanak 1ényegesen kiilénbozo sikidomokat;

— a létrehozand¢ sikidom alakjara: példaul 2 egybevagd derékszogli ha-
romszoglap (teljes oldal mentén vald) sszeillesztésével rakjanak ki
kiilonbozé négyszégeket; papirbdl nyirjanak olyan alakzatokat, ame-
lyeket egyenes ¢s gorbe vonalak hatarolnak;

— a sikidom magasséagara: példaul papircsikbol egy-egy vagassal nyirja-
nak kiilonb6z6 hosszusagl, azonos magassagu téglalapokat;

— a sikidom teriiletére, keriiletére;

— a sikidom szimmetriatengelyeinek szamara;

— asikidom konvexitasara: legyen vagy ne legyen rajta beugras;

— a sikidom hatarolé oldalainak hosszara, helyzetére: példaul rajzoljanak
olyan négyszoget, amelynek vannak egyenld hosszusagh és parhuza-
mos oldalai;

— asikidom szbgeinek nagysagara: rajzoljanak olyan négyszoget, amely-
nek minden szdge derékszog stb.

3.2.2. A sokszig fogalmdnak kialakitasa

A szabadon végzett sikbeli kirakasok, alkotasok és a minta utani masolasok
soran szerzett geometriai tapasztalatokra épitiink a sikidomok kiilonb6zd
szempontd valogatasanal. A sokszdg fogalmat a sikidomokat hatarolé vona-
lak vizsgalataval készitjiik eld. A fogalom bevezetéséhez a tanit6 a sikido-
mokat aszerint valogattatja a gyerekekkel, hogy csak egyenes vonaldarabok
hataroljak-e (hatarolé vonaldarabjait hozza lehet-e illeszteni a vonalzdjuk
¢léhez) vagy sem.
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1. példa
Valogassatok ki az itt lathat6 sikidomok (3.16. dbra) koziil azokat,
— amelyeket csak egyenes vonaldarabok hatarolnak;
— amelyeknek van goérbe vonaldarabja;
— amelyeket egyenes és gérbe vonalak hatarolnak;
— amelyeket csak gbrbe vonal(ak) hatarol(nak)!

AT RNEEY,

—— L i S /

3.16. abra

Fontos, hogy kezdetben — ahogy a testek esetén is — ezek a valogatasok
konkrét targyi tevékenységgel torténjenek. A gyerekek vegyék a keziikbe
ezeket a kartonlapbol kivagott sikidomokat, ujjukkal kovessék, érzékeljék
a kiildnbséget az egyenes és a gorbe vonaldarabok kozott. Figyeljék meg,
hogy a példaban szerepld csupa egyenes vonaldarabokkal (szakaszokkal)
hatarolt sikidomoknak — a trapéznak, téglalapnak, haromszdgnek, 6tszdg-
nek, négyzetnek, nyoleszégnek — mindegyik oldalat hozza lehet illeszteni az
asztallaphoz vagy a vonalzé éléhez, a tobbi sikidom hatarolé vonaldarabjait
viszont nem, vagy nem mindegyik vonaldarabjat.

Késdbb a konkrét valogatasok helyett elegendd az abran szinezéssel jelez-
ni, hogy mely stkidomok tartoznak egy csoportba.

A példaban bemutatott valogatasokhoz hasonlo6 csoportositasok soran ne-
vezzik el a csupa egyenes vonaldarabokkal (szakaszokkal) hatarolt sikido-
mokat kdzos néven sokszogeknek. Szoges-lyukas tablan gumigyiiriik kife-
szitésével rovid id6 alatt nagyon sokféle sokszoget alkothatnak a gyerekek.

A kartonlapbol kivagott sokszogeknél, a modellezékészlet, a logikai kész-
let sokszogeinél, a vonalzé segitségével rajzolt sokszogeknél mutassak meg
az oldalakat, ujjukat huzzak végig az oldalakon, szamlaljak meg az oldala-
kat. Az oldalak talalkozasainal mutassak meg a csucsokat, szamlaljak meg
egy-egy sokszdg cslicsait. A sikidomok koziil csak a sokszogekre hasznaljuk
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az oldal és a csucs fogalmat. (Tehat példaul egy holdsarlo alaku sikidomnak
nincs két csicsa.) A sokszogek csucsok, oldalak szama szerinti valogatasai
soran nevezzilk meg a haromszogeket, négyszdgeket, Stszogeket, hatszoge-
ket stb. A tanulok gyakran elkdvetik azt a hibat, hogy a haromszogeket nem
soroljak a sokszdgekhez. Hangsulyoznunk kell, hogy a haromszogek is sok-
szogek annak ellenére, hogy nincs ,,til sok™ oldaluk. A négyszogek koziil
kiemelten foglalkozunk a téglalappal és a négyzettel. A trapéz, paralelog-
ramma, rombusz és deltoid elnevezéseket nem kell a gyerekeknek tudniuk az
alsé tagozaton, de a tanit6 ezeket a négyszogeket is nyugodtan megnevezhe-
ti. A gorog deltoid kifejezes helyett gyakran hasznaljuk a sarkanyidom szot.

2. példa \
Szinezd z6lddel a harom-
szogeket, sargaval a négy-
szdgeket! (3.17. dbra)

JARY e

3.17. abra

Az atlo fogalmat olyan feladattal vezethetjiik be, amelyben a gyerekeknek
egy adott sokszog két tetszdleges, nem szomszédos csiicsat kell vonalzoval
Osszekotniitk. Megnézziik, hogy melyik két nem szomszédos csucsot kothet-
ték Gssze. A berajzolt szakaszokra bevezetjiik az atlo elnevezést. Megkiilon-
boztetiink belsd (a sokszdg belsejében haladd), illetve kiilsé (a sokszégon
kiviil halado) atlét.

3. példa

Rajzold be a megjelslt csticsbol ki-
indulo atlokat! Kékkel jelold a bel- z
sO, pirossal pedig a kiilsé atlokat!

(3.18. abra)

3.18. dbra

Az atlok behtzasa utan tablazatba foglalhatjuk a sokszog oldalainak sza-
mat és az egy csucsbdl huizhato atlok szamat. Kerestessiink dsszefliggést az
oldalak szama és az egy csucsbdl huzhato atlok szama k6zétt. Probaljuk in-
dokoltatni a megtalalt 6sszefiiggést, azaz azt, hogy egy csucsbol az oldalak
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9. példa
3 x 3-as négyzet-pontracson (3.22. dbra) hany olyan kii-
16nb6z6
a) haromszoget lehet rajzolni, amelynek csucsai a pon-
tokon vannak?
b) négyszdget lehet rajzolni, amelynek csticsai a ponto-
kon vannak?

3.22. dabra

3.2.3. Sikidomok, sokszogek tulajdonsdgai, jellemzése
A sikidomok kiilonbozé szemponta szétvalogatasival a geometriai tulajdon-
sdgokra iranyitjuk a figyelmet.

A gyerekek valogathatnak — ahogy a testek esetén is (lasd 3.1.3 fejezet) —
sajat szempont szerint, a tanité altal adott szempont szerint, megkezdett vd-
logatast folytatathatak, illetve elrontott valogatast javithatnak. Ez utob-
bi nagyon jol hasznalhaté feladattipus a gyakoroltatni kivant geometriai
tulajdonsag(ok) megszilarditasahoz.

1. példa

Szinezd ki azt a sikidomot, amelyik a téglalapkeretbdl kimaradt, pedig benne
lenne a helye! Fogalmazd meg a keretben 1év6 elemek kozos tulajdonsagat!
(3.23. dbra)

ANCOM| O
(

L) >

3.23. dbra

A tanuldk csoportosithatnak aszerint, hogy
— a sikidomot csupa egyenes szakasz hatarolja, vagy van gérbe vonalda-
rabja: sokszog vagy nem sokszog (1asd 3.2.2. fejezet);
— asikidom lyukas vagy nem lyukas;
— a sikidomon van beugras vagy nincs (konkav vagy konvex a sikidom);
— a sikidom tiikr6s vagy nem tiikr3s;
— asikidomnak 1 tiikortengelye van vagy tobb is;
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— asokszognek hany oldala van;

— a sokszognek hany cstcsa van;

— asokszdgnek vannak egyenld hosszisagh oldalai vagy nincsenek;
— a sokszognek vannak parhuzamos oldalai vagy nincsenek;

— a sokszdgnek van derékszdge vagy nincs;

— a soksz6gnek 1 derékszdge van vagy tobb is;

— a sokszdgnek van derékszognél kisebb szoge vagy nincs;

— a sokszognek van derékszognél nagyobb szoge vagy nincs.

A sikidom konvexitdsaval kapcsolatban azt figyeltetjiik meg a vizsgalt
sikidomokon, hogy van-e rajtuk ,,beugras” (konkdv) vagy nincs (konvex),
illetve a sikidomokat udvarnak, a hatarold vonalakat nem atlatszé keritésnek
képzelve el lehet-e ,,bujni” benniik (konkdv) vagy nem (konvex). Sokszogek
esetén azt is megmutatjuk, hogy a konvex sokszoglap minden oldalat hozza
lehet illeszteni az asztallaphoz vagy a vonalzé éléhez.

Vagjanak szét a gyerekek egy egyenes vagassal kiilonb6z6 konvex €s nem
konvex négyszogeket, és figyeljék meg azt, hogy hany darabra esnek szét.
Azt tapasztaljak, hogy a konvex négyszigek mindig két darabra, a nem kon-
vex négyszogek kettd vagy harom darabra esnek szét. A konvex és konkdv
szakkifejezéseket nem vezetjiik be als6 tagozaton.

A sokszdgek oldalainak hosszat, bizonyos oldalak hosszanak egyenldsé-
gét, illetve kiilonboz6ségét vizsgalhatjuk hajtogatdssal, méréssel, valamint
korzd segitségével.

Atéglalap esetén a két kozépvonal mentén torténd hajtassal konnyen meg-
allapithato, hogy a szemkozti oldalai egyenld hossziiak. A négyzet esetén
a két atlo és a két kozépvonal mentén t6rténd hajtassal allapithatjak meg a
gyerekek, hogy a négyzet minden oldala egyenld hosszi. Mérésnél a mérték-
egység centiméter és milliméter lehet. Négyzethalora rajzolt sokszogeknél
a halé egyenesein 1év6 oldalak hossza a hald egységnyi szakaszainak meg-
szamlalasaval is meghatarozhato.

A korzd hasznalatakor ki kell valasztani egy oldalt, korzényilasba ven-
ni az oldal hosszat, majd ezzel a tavolsaggal 6sszehasonlitani a tobbi oldal
hosszat, igy meg tudjuk allapitani, hogy a sokszdgnek vannak-e egyenld
hosszi oldalai.

Miutan a téglatest, kocka szemkdzti, illetve szomszédos lapjai helyze-
tének vizsgalata soran bevezettiik j fogalomként a pdrhuzamossdgot ¢s a

215



merdlegességet, valamint vizsgaltuk kiilonboz6 testek lapjainak, éleinek
helyzetét, attérhetiink a sikra. Hurkapalcikak segitségével — konkrét targyi
tevekenységgel - allitsanak el6 a gyerekek a padon parhuzamos és merdle-
ges egyenesparokat tobbféleképpen, késobb szdges-lyukas tablan feszitse-
nek ki gumigytiriivel parhuzamos ¢s meréleges szakaszparokat, majd négy-
zet-pontracson rajzoljanak vonalzé segitségevel parhuzamos és merdleges
egyenesparokat. Sokszogek parhuzamos, illetve merdleges oldalparjainak
felismerésében fontos szerepe van az eszk6zok (hurkapalcikak, hajtogatott
derékszog) hasznalatanak. A szemkdzti oldalak parhuzamossagat a hurka-
palcikaknak az adott oldalakra torténd elhelyezésével ellenérizhetik. Ha a
hurkapalcikéak nem érnek 6ssze, és nem érnének 6ssze akkor sem, ha akarmi-
lyen hossztiak lennének is, akkor ezek az oldalak parhuzamosak. A sokszo-
gek szomszédos oldalai altal bezart szoget a derékszoggel hasonlitjak ssze a
tanuldk. Ha a két oldal derékszoget zar be egymassal, akkor a két oldal mer6-
leges egymasra. Ennek megallapitasara a hajtogatott derékszoget hasznaljak,
amelynek szarai hozzailleszthetok az egymasra merdleges oldalakhoz.

A szdgek nagysaganak jeldlésére a hegyesszog, tompaszog, homoriuszog
fogalmakat nem hasznaljuk az alsé tagozaton, helyettiik a derékszognél ki-
sebb, egy derékszognél nagyobb, de két derékszognél kisebb, illetve két de-
rékszognél nagyobb szdgrol beszéliink. A sz6g fogalmanak bevezetésével és
mérésével a 3.7.5. fejezetben foglalkozunk részletesen.

Az also tagozat végéhez kozeledve a tanulok a megismert geometriai tu-
lajdonsagok segitségével egyre pontosabb jellemzést tudnak adni a kiilonbo-
z6 sikidomokrodl. A geometriai tulajdonsagok gyakoroltatasara, a fogalmak
fejlesztésére sokféle, valtozatos feladatokat adhatunk a gyerekeknek, épitve
mas matematikai témakorokkel kapcsolatos ismereteikre.

2. példa 14 S| Ll |
a) Szinezd azonos szinnel az egy- | —- A N Zi\h? -

N

massal parhuzamos oldalakat! TN NG
b) Szinezd ki pirossal a derékszo- | ||| 1l
geket! Hasznald a hajtogatott | || -
derékszoget! (3.24. dbra) A i i YN /
¢) Helyezd el a sokszégek betii- TN T /
jelét a 3.25. dbrdn a megfeleld | 1 PNA T T
helyre! e i

A

3.24. abra
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Sokszogek [

Van péarhuzamos oldalpérjal

Van mer6leges oldalparja

3.25. abra

d) Dontsd el, hogy melyik allitas igaz, melyik nem a 3.24. abran lathat6 sok-
szogekre!
Mindegyik sokszognek van derékszoge.
Van a sokszogek kozott Otszog. -
Van olyan sokszog, amelyiknek nincs pdarhuzamos oldalpdrja.
Mindegyik sokszognek van merdleges oldalparja.

3.2.4. Specidlis sokszogek. A négyzet és a téglalap
A sikidomok koéziil kiemelten foglalkozunk a négyzettel és a téglalappal.
Ahogy azt mar a kocka és a téglatest fogalmaval kapcsolatban emlitettiik, az
[-2. évfolyamon a gyerckek geometriai gondolkodasa az alakzatok globalis
felismerésének szintjén all (1asd 3.1.4. fejezet), azaz formajuk alapjan képe-
sek felismerni, megkiilonbdztetni és megnevezni az alakzatokat.

Ezt kovetden a 3—4. éviolyamon az alakzatok elemzésének szintjén a tanulok
a kocka, illetve a téglatest lapjaiként is felfedezik a négyzetet és a téglalapot.
Felismerik a négyzet és a téglalap oldalait, csticsait. Megkezdddik a sikidomok,
sokszdgek — koztiik a négyzet és a téglalap — elemzése megfigyelések, méré-
sek, rajzolasok, hajtogatasok, nyirasok, ragasztasok, modellezések, parketta-
zasok, titkorhasznalat révén. A téglalaprol — az emlitett konkrét tevékenységek
segitségével — megallapitjak és felsoroljak a gyerekek, hogy 4 oldala, 4 csucsa,
4 szdge, 2 atloja van, mindegyik szoge derékszog, szemkozti oldalai parhuza-
mosak és ugyanolyan hossziak, szomszédos oldalai merdlegesek egymasra,
valamint van 2 — az oldalfelezd pontokra illeszkedd — tiikortengelye. Ezeket
a tulajdonsagokat a négyzet esetén azzal egészitik ki, hogy a négyzet minden
oldala egyenl6 hosszu, és van tovabbi két tiikortengelye, a két atlo.

Az alakzatok elemzésének szintjén allo tanulok a tulajdonsagok kozotti
logikai kapcsolatokat még nem ismerik fel, az alakzat egyik tulajdonsagarol
nem tudnak kovetkeztetni a masikra. A négyzet és a téglalap tulajdonsagainak
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osszehasonlitasara — ahogy a kocka és a téglatest vonatkozéasaban is — célsze-
rii tulajdonsagkartyakat késziteni. A tanuldk megallapitjak ugyan a négyzet
és a téglalap kozos tulajdonsagait, de ebb6l még nem kovetkezik szamukra,
hogy a négyzet téglalap is egyben, annak ellenére, hogy felfedezik azt, hogy
amit a téglalaprol megallapitottak, mindaz elmondhatd a négyzetrél is.

Az also tagozatos gyerekeknél a téglalapfogalom prototipusat azok a tégla-
lapok alkotjak, amelyeknél a szomszédos oldalak — kdnnyen felismerheten
— kiilonbozd hossziak, de nem szélséségesen eltéroek. igy a téglalapfogalom
tipikus, ,,legjobb” példaihoz — az oldalak egyenl6sége miatt — nem tartoznak
a négyzetek, de nem tartoznak példaul a nagyon ,keskeny” téglalapok (,,csi-
kok™) sem. Figyelniink kell tehat arra, hogy a gyerekek lassanak kiilonbdzd
alaku és helyzetii téglalapokat. Valtoztathatjuk a téglalap alakjat agy, hogy
a szemkdzti oldalak hosszat valtoztatjuk egészen szélséséges esetekig, vagy
valtoztathatjuk a téglalap ¢és a négyzet helyzetét. A ,,terdén elhelyezett” vagy
»csucsara allitott” téglalapot és négyzetet is fel kell ismerniiik a tanuléknak,
nem csak azokat, amelyeknek az oldalai a papirlap, illetve fiizetlap széleivel
parhuzamosan helyezkednek el.

A specialis sokszogek kozeé soroljuk a szabalyos sokszdgeket (szabdlyos
hdaromszoget, négyzetet, szabdlyos dtszdget, szabdlyos hatszéget, ...), azokat
a konvex sokszogeket, amelyeknek oldalai és sz6gei egyenldk. Figyeltessiik
meg a gyerekekkel a vizsgalt szabalyos sokszogeken az oldalak egyenlésé-
gét, néhanyuknal a — hajtogatott derékszoggel és annak tértrészeivel kony-
nyen mérhetd — szogek egyenl6ségét.

Kitlizhetiink a gyerekeknek olyan feladatokat, amelyek szabalyos sok-
szogek alkotasara, illetve amelyek szabalyos sokszdgekbdl (jabb sokszdgek
eloallitasara iranyulnak.

1. példa
Alkossatok el6szor a logikai készlet 2, majd 3, azutan 4, végiil 6 nagy
a) haromszdglapjabol;
b) négyzetlapjabdl teljes oldaluk illesztésével kiilonb6z6 sokszogeket!

2. példa
Rajzoljatok
a) olyan négyszoget, amelyeknek minden oldala egyenlé és minden szdge
derékszog;
b) olyan sokszoget, amelynek 3 oldala van, és mindegyik oldala egyenld
hosszi!
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3.3. Geometriai transzformaciok

A geometriai transzformdcio a tér, illetve a sik pontjainak halmazan értelme-
zett fliggvény, igy tanitasaval a térszemlélet fejlesztésén tul a fiiggvény fo-
galmat (lasd 5.2. fejezet) is mélyitjiikk. A geometriai transzformaciok segitsé-
gével figyeltetjiik meg az alakzatok egy-egy tulajdonsaganak megmaradésat,
illetve valtozasat. Also tagozaton a transzformaciok tartalmanak szemléletes
alapozasa a feladatunk.

A geometriai fogalmak alakitasanal altaladban az altalanosabbtdl hala-
dunk a specialisabb felé. A transzformacioknal azonban célszerti eltérni
ett6l. EIobb foglalkozunk az egybevagdsagi transzformacidkkal, késébb
a hasonlésaggal, majd ezt kovetden, illetve ezzel parhuzamosan egyéb
transzformaciokkal is.

3.3.1. Egybevdagdosagi transzformidciok
Egybevagosagi, azaz a tavolsagtartd transzformaciokhoz soroljuk a tikrozé-
seket, eltoldsokat €s az elforgatdsokat.

Egy alakzat és a tavolsagtartd transzformacio soran keletkezett képe egy-
bevdgd. Also tagozaton az egybevagd kifejezés helyett gyakran az ugyan-
olyan alaki és ugyanolyan méretii kifejezést hasznaljuk. Sikban az egybeva-
gbsag egymasra illeszthetoséget, fedésbe hozhatdsagot jelent, a térben ezt a
szemléletes képet nem tudjuk alkalmazni.

Tiikrozések: sikra valé tiikkrozés térben, tengelyes tiikrézés sikban
Kezdetben a gyerekek Ggy szereznek tapasztalatokat, hogy sajat mozdula-
taikat, kiilonbozo6 targyak képét figyelik meg tiikorbe nézve.

A térbeli és sikbeli tiikkrozések fontos eszkdze a zsebtiikor is. Egy alakzat
tiikorképét elballithatjuk a zsebtikkorben el6zdleg megfigyelt kép kirakasa-
val, megépitésével. A sikra valo tiikrozés pontos végrehajtasa érdekében
épithetnek a gyerekek négyzetracsos lapra, igy ugyanis le lehet szamlalni
az épitmény és tiikkorképének titkort6l valo tavolsagat a tiikor elott, illetve
a tiikor mogott. Kezdetben mindenképpen 0gy helyezziik el az épitményt,
hogy alapélei a halé egyenesein legyenek, mert igy kénnyebb a tiikorke-
pet megépiteni. A tiikrot az épitménytdl tavolabb, az egyik — lehetoleg elore
bejelslt — haldegyenesre tegyék a tanuldk, és a tilkdrkép megfigyelése alatt
tartsak fliggblegesen. A tiikdrben lathaté képen megfigyeltetjiik a tiikrozés
egyes tulajdonsagait, példaul hogy

— a tiikorkép ugyanolyan alakil és ugyanakkora, mint az eredeti épitmény;
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— atiikorkép ugyanakkora tavolsagra van a tiikort6l, mint az eredeti épit-
mény;
— az eredeti épitmény, példaul haz bal oldalan 1évé kémény a tiikrozés
utan a tiikkorkép jobb oldalan lesz.
Az Un. tiikorképjdarékokkal, azaz a képzeletbeli tiikérben lathaté mozdulat
bemutatasdval a gyerckek a kép és tiikkorkép tulajdonsagair6l szereznek to-
vabbi tapasztalatokat.

1. példa

Ultessiink le egymassal szembe két tanulot. Egy harmadik tanulé mutassa
meg, hova tenn¢ a képzeletbeli tiikrot, hogy az egymassal szemben {16 ta-
nuldk egymas titkdrképei legyenek. Az egyik tanul6 emelje fel a jobb kezét,
majd nyujtsa elore a bal kezét, végiil tegye csipbére a jobb kezét, a masik
- vele szemben 1évo — tanul6 pedig jatssza el a tikorképet.

Megjegyzések:

— A tiikorképjatékoknal természetesen nem pontos tiikkorkép keletkezik,
hiszen két gyerek mutatja be. A Iényeg a mozdulatok és a tiitk6rmozdu-
latok 6sszehasonlitasa.

— Megfigyeltetjiik a jobb és bal kéz szerepének felcserélddését.

2. példa

Ultessiink le egymas mellé két tanuldt. A képzeletbeli tiikor helye a két ta-
nulé kozott kozépen, fiiggbdlegesen legyen. Az egyik tanuld emelje fel a bal
kezét, majd engedje kdzéptartasba, forditsa a fejét balra, végiil emelje k6z€ép-
tartasba a jobb kezét, a masik tanul6 pedig jatssza el a tiikorképet.

Megjegyzés:
A kiilonbségek megfigyelésénél altalaban nehezen fedezik fel a gyerekek a
Jobb ¢€s bal oldal felcserélddését és a koriiljarasi irany megfordulsat.

Példak tiikorkép kirakasara, megépitésére:

3. példa
Epitsd meg a képen lathato testet rozsaszin és vilagoskék

rudakbol! A vastagon kihtizott vonalra allits titkkrot! Figyeld r
meg benne a tiikorképet és épitsd meg! Hasonlitsd a titkor- | [rlv

képet az eredetihez! (3.26. dbra)

3.26. dbra
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4, példa

Epits az alaprajzon vildgoskék rudakbol! Masold is le ugyan-
akkora méretben! Az épitménytol tavolabb jelold ki a titkor

helyét! Nézd meg az épitmény titkorképét, és anélkiil, hogy a

padrdl felemelnéd, probald meg atmozgatni a masolatot az elsé
épitmény tilkdrképébe! (3.27. dbra) 3.27. dbra

Megjegyzés:
Ez nem sikeriilhet. Felemelés nélkiil nem lehet tgy elforgatni, elcstsztatni,
ahogy a tiikdrben lathato.

Kerestessiink a gyerekekkel a kérnyezetiikben olyan targyakat, amelyek
egymas tiikkorképei. Példaul a bal cipd és a jobb cipd. Probaljak meg a bal
cipdt forgatni, ezaltal rdajohetnek, hogy a bal cipé semmilyen mozgatas-
sal nem vihet6 at a jobb cipdbe. Ilyen példakon keresztiil tapasztalhatjak
meg a tanulok, hogy az épitményeket altalaban nem lehet atmozgatni a
tilkorképiikbe. Azokat az épitményeket lehet atmozgatni a tiikkorképiikbe,
amelyek tiikrosek, azaz rendelkeznek szimmetriasikkal. A térbeli és sikbeli
tiikrozéshez kirakott formak legyenek kezdetben aszimmetrikusak, hogy a
tiikkorképiiket meg lehessen kiilonboztetni toliik.

Példa a tiikor helyének megkeresésére:

S. példa
Legyen két — gyufasdobozokbol készitett — épitmény egymas tiikdrképe.
Prébalgatassal keresd meg a tiikor helyét!

Péarhuzamos sikokra valo tiikrézések egymasutanjat is végeztetjiik a gyere-
kekkel, ezaltal a transzformaciok kapcsolatat készitjiik el6. Jelen esetben azt,
hogy két parhuzamos sikra torténd tiikr6z€s egy eltolassal helyettesitheto.

6. példa

Alljon egy vonalban egymas mellé harom tanul6. A képzeletbeli tiikrok az
elsd ¢s masodik kozott kdzépen, valamint a masodik és harmadik kozott
kozépen vannak. Az els6 tanuld kezdjen el egy mozgést, a masodik tanuld
jatssza el az elsé tiikorképét, a harmadik pedig a masodikét, azaz a tiikkérkép
titkorképét! (3.28. dbra)
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Figyeltessiik meg a két szélsé tanuld
egyforma mozgasat, hiszen ha az els6 tanu-
16 balra mozdult, akkor a tiikorképet alakito
masodik jobbra, a harmadik pedig a maso-
dik tiikdrképeként ismét balra. Felvethetjiik
azt a problémat is, hogy el tudna-e indita-
ni az elsé tanuld egy olyan mozgast, hogy
mind a harman egyforman mozogjanak
(példaul guggolas, kezek oldalsé kozéptar-
tasba helyezése).

Szines rudakbol, illetve gyufasdobozok-
bol épitett testeket is tiikrozzenek két egy- 3.28. dbra
massal parhuzamos sikra. Itt is azt tapasztaljak a gyerekek, hogy a két szélsd
épitmény ugyanolyan alaka és ugyanakkora, valamint ugyanigy is all, mint
az els6. Adhatunk olyan feladatot, amelyben olyan épitményt kell alkotniuk,
hogy a tiikrozések végrehajtasa utan ne csak a két szélsére, hanem mind a
harom épitményre teljestilion ez a feltétel. Probalgatasok révén rajohetnek a
tanuldk arra, hogy csak a tiikros, azaz a szimmetriasikkal rendelkezd épitmé-
nyek felelnek meg a feltételnek.

A sikra valé tiikrozések tanitasa utan foglalkozunk a térbeli alakzatok
szimmetridjdaval, titkrdsségével, amely az alakzatok tulajdonsagaként jelenik
meg. Sikszimmetrikus, titkr6s testet hozhatunk 1étre, ha egy épitmény tiikor-
képének kirakasakor a tiikrSt az épitmény oldallapjahoz helyezziik. Az ere-
deti épitmény és a tiikorkép egyiitt tikkrds épitményt alkot. A tiikor kiilonbo-
26 — mas-mas oldallapjahoz t6rténd — elhelyezésétdl fliggden tobbféle titkros
épitményt lehet kirakni. A tik6r helyén szimmetriasikja van a testnek.

Testek sikra vonatkozo szimmetriajanak vizsgalatahoz hozzatartozik a
szimmetriasikok helyének és szamanak meghatarozasa.

7. példa

Vegyétek a gyufasdobozt a kezetekbe! Rajzoljatok be rajta annak a vagasnak
a helyét, amely mentén, ha elvagnank a gyufasdobozt és az egyik felét a
vagas mentén a tiikorre illesztenénk, akkor az egész gyufasdobozt latnank!
Atiikorsik helyét kell berajzolnotok. Ha tobbet is talaltok, mindegyiket jelsl-
jétek mas-mas szinnel! Hanyat talaltatok?

Megjegyzés:
Egybevagd, téglatest alakil szivacsokon (burgonyakon, gyurman) kénnyen
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bemutathatjuk a harom kiilonbozé vagast. Ellendrzésként mind a harom
esetben az egyik darabot illessziik a vagasi feliilet mentén a tiikorre. Ha a
gyerekek belenéznek a tiikdrbe, megbizonyosodhatnak arrl, hogy az adott
darab és a tiikorképe egyiitt az eredeti téglatest alakjat adja.

A kocka 9 tiikorsikjanak meghatarozasa mar joval nehezebb és iddigénye-
sebb feladat, nem varhato el az also tagozatos tanulokt6l. Egyéb, szimmet-
riasikkal rendelkezd testek esetén is meghatarozhatjak a tanuldk a tiikdrsikok
helyét és szamat, példaul hogy a szabalyos 6tszég alapu hasabnak hat, a hen-
gernek, a kupnak és a gdmbnek nagyon sok (végtelen sok) szimmetriasikja
van stb.

A sikbeli tengelyes tiikrizésnél a tikorkép eléallitasat valtozatos eszko-
zOkkel, tevékenységekkel valosittatjuk meg.

8. példa

Hajtsatok félbe az eléttetek 1€vo lapot! Azutan teritsétek ki, és a hajtasélt
vonalz6 segitségével, pirossal hiizzatok at! A lap bal oldaldra nyomjatok egy
kis temperat, majd a lapot tijra hajtsatok félbe az el6z6 modon, és jol szorit-
satok &ssze a papirlap két felét! Ujra teritsétek ki! Mit lattok?

Megjegyzés:
A tiikorkép ellenérzését a piros hajtasélre (a sikra merdlegesen) helyezett
titkor segitségével végezhetik a tanulok.

9. példa

A fekete fotdpapirokra elére megrajzoltam egy holdsarl6 alakjat. Hajtsatok
félbe a papirt (gy, ahogy mutatom! Mindenkinek adtam egy gombostiit. Ez-
zel szurkaljatok koriil a hold megrajzolt hatarvonalat Gigy, hogy a tii minden
szoraskor mindkét lapot atdofje! Ha készen vagytok, nyissatok szét a papit-
lapot, és a fény felé tartva nézzetek at rajta! Mit lattok?

Megoldis

A gyerekek megallapithatjak, hogy a papir két felén 1évé ugyanolyan alaka
¢s ugyanakkora holdak tiikrosen, szimmetrikusan helyezkednek el, a hajtas-
vonaltél ugyanakkora tdvolsagra, de ellentétesen gorbiilnek, ami a koriiljara-
si irany megfordulasara utal.
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Az eredeti ¢s az elforgatdssal kapott alakzat 6sszehasonlitdsa révén meg-
figyeltetjiik a transzformacio egyes tulajdonsagait:
— az eredeti €s az elforgatassal kapott alakzat ugyanolyan alaka és ugyan-
akkora;
— a koriiljarasi irany nem véltozik (mert a sablont a masolas soran nem
forditottak at).
Az elforgatast felismertethetjiik sordiszeken, szdvetmintidkon, szinezett
parkettakon stb.

16. példa
Hatarozd meg, hogy a minta a kiszinezett sikidom milyen
elforgatasaival keletkezett! (3.34. dbra)

Megjegyzés:

Elforgatasok egymasutanjat is megfigyeltethetjiik ennél a fel-
adatnal. Jelen esetben azt, hogy két egymas utan végrehajtott
ugyanolyan iranya nyolcad fordulat egy, az eldzéekkel meg-
egyezd iranyl negyed fordulattal helyettesitheté. Négy egymas utan végrehajtott
ugyanolyan irdnyu nyolcad fordulat két egymas utan végrehajtott ugyanolyan
irdnyu negyed vagy egy ugyanolyan iranya ¢ fordulattal helyettesithet®.

3.34. dbra

3.3.2. Hasonlosagi és egyéb transzformdciok

Hasonlosagi és egyéb transzformaciok tanitasanal — az egybevagosagi transzfor-
maciokhoz hasonldan — a transzformaciok tartalmanak szemléletes alapozasa, az
épitésekbol, kirakasokbol, rajzolasokbdl szarmazé tapasztalatok 6sszegyfijtése,
valamint az ezekbd! feltarhatd osszefliggések felismertetése a célunk. A felada-
tokhoz kapcsolodo kérdéseinkkel irdnyitsuk a figyelmet a transzformacidk 1é-
nyegi elemeire anélkiil, hogy a megfelel6 szakkifejezéseket bevezetnénk.

A hasonl6sagi transzformaciokhoz soroljuk a nagyitdsokat, kicsinyitése-
ket és valamennyi egybevagosagi transzformaciot. Az egybevagdsagi transz-
formaciok hasonlésagi transzformacidkhoz soroldsa als6 tagozaton hasonld
problémat vet fel, mint a négyzetek téglalapokhoz vagy a kockak téglates-
tekhez soroldsa. A transzformaciok kozotti tartalmazasi kapcsolatokat sem
veszik észre a kisiskolasok.

A hasonlosagi transzforméciokkal parhuzamosan hajtsanak végre a gyerekek
olyan nem hasonlésagi (aranyt nem tarto) transzforméciokat, mint az egyirany
nyujids, zsugoritds vagy a torzitds, ezaltal dssze tudjak hasonlitani hasonlésagi,
illetve nem hasonléséagi transzformacioval létrehozott alakzatok alakjat.
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Nagyitassal vagy kicsinyitéssel ugyanolyan alaka, azaz hasonlé alak-
zatokat kapunk. Az egybevigdsagi transzformaciokkal is ugyanolyan
alakua alakzatokhoz jutunk, amelyek raadasul ugyanakkorak is. Ny(jtas,
zsugoritas, torzitas soran az alakzatok alakja megvaltozik.

1. példa

Epits az (1) alaprajz alapjan fehér kiskockakbol, majd a fehér kiskockak he-
lyett hasznald a 2-es Dienes-készlet nagykockait! A (2), (3), (4) alaprajz szerint
rézsaszin rudakbol épits! (3.35. dbra)

21211
2]2]1] 2[2]1] 2 2 1J ks
¢Y) 2 3) 4)

3.35. dbra

Megoldas

A rozsaszin nagykockakbol késziilt épitmény kétszeres nagyitasa a fehér-
nek. A kétszeres nagyitas a test méreteit mindharom iranyban a kétszeresére
noveli. A kapott test ugyanolyan alaki, csak nagyobb. Az Osszehasonlitas
forditva is térténhet, amikor a fehér kiskockakbol késziilt épitményt hason-
litjuk a rozsaszin nagykockakbdl épitett testhez. Ez utdbbit felére kicsinyitve
kapjuk a fehér épitményt.

A r6zsaszin rudakbol megépitett testeknél azt figyeltetjiik meg, hogy egy
épitmény nemcsak felfelé a magassaga, hanem a hosszlsiga, a szélessége
iranyaba is megnyalhat. Amikor a rézsaszin rudakat allitva (2) helyeztiik
el, az épiilet felfelé nydlt meg, amikor fektetve, akkor a fektetés iranyatol
fiiggden hosszaban (3), illetve szélességében (4) nyhltak meg az épitmények
a kétszeresiikre. Ujra megfogalmaztatjuk, hogy a rézsaszin rudakbol épitett
testek alakja a fehérhez képest megvaltozott, az egyik hosszikasabb, a masik
tomzsibb, a harmadik szélesebb lett. Amennyiben a fehér kiskockakbol ké-
sziilt épitményt hasonlitjuk rendre a rézsaszin rudakbol épitettekhez, akkor
azt mondhatjuk, hogy felére zsugorodott az épitmény el6szor fliggblegesen
(laposabb, alacsonyabb lett), majd vizszintesen hosszaban (révidebb lett),
illetve szélességében (keskenyebb lett).
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Megoldas

A s6tétre szinezett haromszoghoz hasonld a vilagos haromszogek koziil az
elsd (a sotét kétszeres nagyitdsa), a harmadik (a stét felére kicsinyitése) és a
negyedik (a s6tét haromszoros nagyitasa), a tobbi harom mas alaku.

Megjegyzések:
— Az egymashoz hasonlo testek, illetve sikidomok kiilénb6zé helyzetben
is lehetnek (nem kell feltétleniil ugyantgy allniuk).
— Mutassunk példat a hasonlosag kdznyelvi €s geometriai értelmezésének
kiilonbozdségére (példaul két, geometriai értelemben nem hasonlo tég-
lalap 6sszehasonlitasa kapcsan).

3.4.Tajékozbédas térben, sikban, vonalon

3.4.1. Térbeli viszonyszavak
Az iskolaérettségi tesztek szOhasznalataval élve az Gn. relacios szokincs fej-
lesztése kiemelt feladat az 1. évfolyamos tanuloknal. Ebben a fejezetben a
térbeli relaciokat leird viszonyszavakkal foglalkozunk. Ezek alapvetden az
alatt-felett, eldtt-mogott, jobbra-balra ellentétparok, de idetartoznak a kozort
és a mellett viszonyszavak is.

A térbeli viszonyszavak hasznalata statikus szituaciokban

Statikus szituacion azt értjiik, hogy a targyak egymashoz viszonyitott hely-
zetét rogzitett térbeli elrendezésben vizsgaljuk. Els6 Iépésként a tanuldknak
a sajat testiikh6z viszonyitva kell megkiilonboztetni az alatt-felett, eldtt-mo-
gott, jobbra-balra viszonyokat (iranyokat). Ezt kovetden ezeket a megkii-
lonboztetéseket mas személyhez viszonyitva, majd végiil nem €16 objektu-
mokhoz viszonyitva is végzik.

Viszonyitds sajdt testiinkhoz:

1. példa

Szinezd ki a jobbra mutatd nyilakat pi-
rosra, a balra mutatdkat pedig sargara!
(3.39. dbra)
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3.39. dbra
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Viszonyitds mds személyhez:

2. példa

Alljon ki az osztaly elé egy tanulé. Hivjunk ki tovabbi négy gyereket, az
egyik alljon a tanulo elé, a masik mogé, a harmadik tdle jobbra, a negyedik
pedig balra.

Viszonyitds élettelen objektumhoz:

3. példa
Tegyiink ki az osztaly elé egy olyan széket, amelynek nincs Kitiintetve az
eleje és a hatulja. Pliiss allatfigurat kell elhelyezni a székhez viszonyitva az
allitasoknak megfelelen.

a) A maci a sz¢k alatt van.

b) A maci a sz€k mogott van.,

¢) A maci a sz€kt6l jobbra van.

Megoldas

A b) és ¢) elhelyezés nem egyértelmil. Viszonyithatunk az osztaly tanuldi-
hoz, de a tabla elé kihivott (az osztallyal szemben 4116) tanuléhoz is. Mindkét
esetben meg kell hatarozni tovabba azt is, hogy melyik iranyt tekintjitk pél-
daul a szék hatuljanak.

b) Ha megéllapodtunk példaul abban, hogy az osztaly tanuldihoz viszo-
nyitunk, akkor is két j6 elhelyezés van: Ha az elrendezést Gigy tekintjiik,
mintha az osztaly tiikorbol nézné azt, akkor a szék hatulja a néz6ktdl
tavolabbi oldal, ha nem, akkor az ellenkez6, a nézdkhéz kozelebbi.

c) Ha a b) elrendezés megbeszélésénél rogzitettiik a viszonyitdsi pontot
€s az eldn-mogott iranyt, a jobbra irany meghatarozasahoz még mindig
megmarad a két lehetoség, mert a hétkdznapi életben nem vagyunk kon-
zekvensek. Példaul ha szemben allunk egy szekrénnyel, annak bal oldali
ajtojanak megjeldlésénél nem magunkhoz viszonyitunk, viszont hasonld
esetben egy haz bal oldalat magunkhoz viszonyitva adjuk meg.

A viszonyitasi pontok kozotti valtas gyakorlasa id6igényes feladat, és nem
elegendd csupan az elso év elején foglalkozni ezzel.

Ugyancsak problémat jelent, ha térbeli objektumok viszonyat sikban leraj-
zolva akarjuk meghatarozni. A képi abrazolasnal tovabbi hallgatélagos megél-
lapodast kell kotniink. Példaul a tavolabbi targyat a rajzlapon fentebb helyez-
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ziik el. Fontos tehat, hogy a térbeli viszonyszavak hasznalatit eloszor térbeli
szituacidkban gyakoroljuk, ne térjiink ra ido elétt a rajzos feladatokra.

4. példa
Rajzolj a hdember f51€ egy felhét, elé egy bokrot, tole jobbra egy lapatot,
balra egy vodrot, mogé pedig egy nyuszit! (3.40. dbra)

3.40. dbra

Megjegyzés:

A térbeli iranyok koziil a legegyszerlibbnek az alatt-felett kapcsolat megha-
tarozasa tinik, a legnehezebb a jobb-bal megadasa, kdszonhetden példaul az
emberi test ilyen iranyd szimmetrigjanak.

A térbeli viszonyszavak hasznalata dinamikus szituaciokban
Dinamikus szitudcion valamiféle mozgaselképzelést értiink. Ez a képzelet-
beli utazas vezet el a szlikebb értelemben vett tajékozddashoz, majd késébb
a térképhasznalathoz is.

A térképhasznalat elokészitését is jelentik az On. labirintusjatékok, ame-
lyekben ugyan viszonyszavakat még nem hasznalunk, de egy Osszefiiggd
téréttvonal megrajzolasaval mégis utvonalat hatarozunk meg.
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5. példa
Melyik uton jut el az egér a sajthoz? Ve-
zesd oda! (3.41. dbra) |

A térbeli viszonyszavak helyes haszna- |
— 15— I

latahoz elsé 1épésként elvarjuk, hogy a | [
tanulok egy adott iranyba t6rténd hala-
das esetén meg tudjak kiilsnboztetni az : ] 1=
ut két oldalat. Ezt koveti a jobbra-balra - &
fordulds értelmezése, majd egyszeri D D ’_Lli
térképvazlaton Gtvonalak megadasa. Ut- D
vonalak elképzelésénél és megfogalma-
zasanal nagy szerep jut a szébeli kifeje- 3.41. dbra

z0képesség fejlesztésének is. A Hogyan

jutok el? tipusi feladatokkal tehat nemcsak a térbeli tdjékozoddképességet,
ezen beliil a viszonyszavak hasznalatat, hanem a verbalis kommunikacidt is
fejlesztjiik.

6. példa

Robotjaték: Kikiildiink egy tanul6t a terembdl, s elrejtiink egy targyat. A visz-
szahivott gyereknek a tobbiek utasitasa alapjan kell megtaldlnia a targyat.
Lehetséges utasitasok:

Menj elére 3 1épést!

Fordulj balra!

Fordulj hatra!

Stb.

Megjegyzés:

A feladat azon kiviil, hogy segit abban, hogy masik ember helyébe képzel-
ve hatdrozzuk meg az iranyokat, a tavolsag lépésekkel torténd becslésére is
szolgal.
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7. példa

Hogyan juthat el Zsolti otthonrdl az
iskolaba? (3.42. dbra)

Hasznald a kdvetkez6 kifejezéseket:
Kilép a hazbdl, jobbra/balra fordul,
elmegy a ....-dik Gtkeresztez6désig,
befordul jobbra/balra stb.

3.4.2. Tdjékozodds a stkban

0 [
Iskola i Rendelé 0 Turkal6
0 0
E I = H =
{ ﬂl]]:]ﬂ
Lakohéaz g lcaies |[} Vegyesholt
e ) g L
= 0 = =
0 0
Zoldséges I Lakéhaz i Otthon
l I
3.42. abra

A sikbeli tajékozdédas leegyszerlisodik a négy fdirany — le-fel, jobbra-bal-
ra — megismerésére és hasznélatara. Ezek biztos ismerete eléfeltétele mind
az iras-olvasas, mind a matematikai ismeretek elsajatitasanak. A sikbeli ta-
jékozodas végsod soron matematikailag azt jelenti, hogy minden sikbeli pont
helyzetét le tudjuk irni két adattal, két koordinataval. Ahhoz, hogy majd a
felsd tagozaton eljussunk a derékszogl koordinata-rendszer értelmezéséhez,
mdr also tagozaton elékészitd tevékenységeket végziink.

T4ablazatos elrendezés

A sor és oszlop fogalmak megértése, tajékozodas a tablazatban:

1. példa
Va]aSZOIJ a kérdésekre! (3.43. dbra)
- Héanyadik sorban van a citrom?

— Hanyadik oszlopban van a citrom?

— Mi van alatta?

— Mi van felette?

— Mi van t6le jobbra?
— Mi van t6le balra?

— Milyen gyiiméles van a 4. oszlop

2. soraban?
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Négyzetracs pontjainak azonositasa
Két adat alapjan a négyzetracs pontjainak vizualis azonositdsa, illetve fordit-
va, négyzetracson kijelolt pontok jellemzése két adattal:

2. példa

A tablazat oszlopait betiikkel, sorait szamokkal jelsl- ApBLC. D
tiik. 1219105
Melyik szam all az A2 helyen? Melyik szam allaD1 |2 |3 [ 6|4 [10
helyen? Mennyi a két szam szorzata? Melyik helyen |3 | 1 |7 | 8 |11
all ez a szam? 4112(20(15(20

Megjegyzések:
— A feladattal a miiveletvégzést is gyakoroltathatjuk.
— A kozismert Torpedd jaték ugyancsak a fenti célt szolgalja.

Mozgas négyzetracson
Utvonal megadasa a sik négy foiranyat szimbolizalé jelsorozattal («—1—]):

3. példa

Készits rajzot a négyzetracson a nyilsoro-
zatnak megfeleléen! A megjelslt racspont-
tol indulj! (3.44. dbra)

Megjegyzés:

A feladat a torottvonal hosszanak, illetve
az alakzat keriiletének meghatarozasat is
segiti.

g 3.44. dabra
3.4.3. Tdjékozodds vonalon

A vonalon torténé tajékozodas két irany megkiilonboztetését jelenti. Mar
elsd osztalyban a szamfogalom alakitdsanal megismerkednek a tanuldk a
szamegyenes fogalmaval (lasd 1.1.6. fejezet). A szamegyenes megadasahoz
meg kell adnunk a 0-nak megfelel$ pontot, az egységnyi tAvolsagot és a ns-
vekedés iranyat. Targyalasunk szempontjabol most ennek az utdbbinak van
jelentdsége. Egy egyenes iranyitasa kétféle lehet. Amennyiben kivalasztjuk
az egyik irdnyitast, egyértelmiien megadhatjuk az egyenes jobb és bal oldalat
is. Természetesen egyenes helyett tetszbleges nyilt gorbe, azaz tetszbleges
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alakud nyilt vonal iranyitasat is vizsgalhatjuk. Ennek megfeleléen szoktunk a
szamegyenes helyett szamvonalat is hasznalni.

1. példa

Rajzolj az ut jobb oldalara megéllni tilos
tablat, bal oldaldra pedig egy parkolétablat!
A haladési iranyt tabla jelzi. (3.45. dbra)

Nyilt gorbék iranyitasarol zartakra at-
térve eljutunk a koriiljarasi irany fogal-
mahoz. Egy sikidom koriiljarasi iranyat
kétféleképpen lehet megadni: az éramu-
tatd jarasaval megegyezden vagy azzal
ellentétesen.

2. példa

Jard korbe a vonalakat a nyil iranyaban
haladva! Rajzolj az alakzatok bal olda-
lara egy-egy z6ld pontot, majd szinezd
mindegyik belsejét sargara! (3.46. dbra)

3.45. abra

o0

3.46. abra

3.5. A méréstanitas altalanos szempontjai

3.5.1. Mértékegység nélkiili isszehasonlitasok, osszemérések
A méréstanitas el0készitését mennyiségek Osszehasonlitasaval kezdjiik.
Kezdetben nagy mennyiségi eltérést mutaté targyakat ranézésre hasonlitunk
Ossze, majd az eltérés mértékét csokkentjiik. Az Osszehasonlitdsok soran
hangsulyt helyeziink a szokincsbévitésre, a mennyiségeket jellemzo szavak
pontos jelentésére. A kvetkezd ellentétparokat hasznaljuk és értelmezziik:
— Hosszusag jellegli mennyiségeknél: hosszabb-rovidebb, alacsonyabb-
magasabb, sziikebb-b6vebb, szélesebb-keskenyebb, kisebb-nagyobb.
— Toémeg jellegli mennyiségeknél: kénnyebb-nehezebb, sulyosabb-ke-

vésbé sulyos.

— Urtartalom jellegli mennyiségeknél: tobb-kevesebb fér bele, nagyobb

Urtartalm( — kisebb Grtartalmu.

— 1d6 jellegli mennyiségeknél: korabbi-késobbi, hosszabb-révidebb.
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1. példa
Szinezz ugy, hogy igazak legyenek az
allitasok! (3.47. dbrg)
~ Aleghosszabb sal sarga, a legrs-
videbb piros.
= A legszélesebb s4] csikos, a leg-
keskenyebb pottyds. 3.47. dbra
- Az ugyanolyan hosszy salak
ugyanolyan szinijek.

Megjegyzes-

A feladatban a hosszabb-rsvidepy, és a szélesebb-keskenyebb ellentétparok
értelmezésérs] van sz4. Az Osszehasonlitss elvégezhets ranézésre Is, nem
sziikséges kézvetlen Osszemérés, A megoldds soran az js kideriil, hogy a
hosszisag ¢s szélesség Cgymastol figgetlen Jellemz§, tehat lehetnek ugyan-
olyan hossztiak 4 kiilénbszg szélességii salak is.

2. példa
Hasonlitsd ¢sgze az élelmiszerek tOme-
gét! Az Osszehasonlitisok eredményét
jelold a rajzon a nehezebp felé mutatg
nyillall Szdmoz4ssal allitsd sorba az
¢lelmiszereket! (3.48. dbra)

Megjegyzések-

— A feladat a Meérésefk témakdron
til a Reldcick témakérbe is bele-
tartozik, a shehezebb” rendezésj
relacié értelmezésére, alkalma-
zésara szolgal. A berajzolt nyi- 3.48. dbra
lak egyértelmiye teszik a rel4cig
altal indukalt sorrendet,

— Az élelmiszerek sorba rendezése, a sorszam fogalménak alakitasara s
alkalmas,

= Ahhoz, hogy a »liehezebb” fogalmaérg| a tanulék tudatosan képet alkot-
hassanak, fontos, hogy a lerajzolt targyakat a tanulok tényleg megvizs-
galjak, m egemeljék, sszehasonlitszk tomegiiket, Ez¢ kévetben lehet az
frasbeli munk4t elvégezni,
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Mikozben mennyiségi sszehasonlitasokat tesziink, hozzajarulunk
szamfogalom alakitasahoz is. A termeészetes szamok srtelmezéséhez tobbféle
jelentéstartalo:m‘a tamaszkodunk. A véges halmazok szAmossagan (darab-
szam) alapuld értelmezes mellett a mérdszamkeént valo értelmezes is 0sz-
szchasonlitésokkal alapozhatd meg. Mig az elsd esetben diszkrét mennyl-
ségeket (darahszémokat) hasonlitunk 0sSze, addig a masodikban folytonos
mennyiségeket (lasd 1.1 1-1.14. fejezetek).

Az dsszemérés Kkét mennyiség kozvetlen isszehasonlitasat jelenti, €s egy
1épéssel Kkozelebb visz a mérés sxﬁkségcsségének alatamasztasahoz. Az dsz-
szeméres bemutatasahoz olyan mennyiségeket valasztunk, amelyek kozott
Kicsi az eltérés, igy rAnézésre nem konnyi megmondani, melyik nagyobb
vagy Kisebb.

Hosszlisagok sszehasonlitasakor egymas mellé helyezziik a targyakat,
kozos Kiinduloponttal, és igy allapitjuk meg, hogy melyik mennyiség na-
gyobb. példaul két szalag egyik véget ssszefogjuk, hogy eldantsiik, melyik
a hosszabb, ket gyereket egymasnak hattal allitva eldontjiik, hogy melyik a
magasabb.

Tomegek 5sszemerését Ugy végezzilk, hogy @ két mennyiséget példaul
vallfabol késziilt _mérleg” két oldalara akasztjuk, €8 figyeljik, hogy melyik
oldal billen le.

{Jrtartalmakat példaul hgy tudunk ysszemérni, hogy azonos alaki €s mé-
retli edényekbe ontjitk a folyadékokat, az edényeket egy asztalon egymas
mellé allitjuk, €s megnézzik, melyikben 411 magasabban a folyadékszint.

Bizonyos tevékenységek, események iddtartamat 0gy tudjuk Hsszemérni,
hogy egyszerre kezdjiik a ket eseményt, €8 megnézziik, melyik fejezddik be
hamarabb.

3. példa
1gaz vagy hamis? (3.49. abra)
— A sarga csészébe fér a legkeve-
sebb kakao.
A sarga csészébe kevesebb kakao
fér, mint a kékbe.
A kek osészébe tobb kakad e, 3.49. dbra
mint a pirosba.
— Apiros csészébe ugyanannyi Kkakao fér, mint kékbe.
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Megjegyzés:

A feladatban edények tirtartalmat hasonlitjuk dssze, nem pedig adott folya-
dékmennyiségeket, ezért az 9sszemérést a gyakorlatban agy is elvégezhet-
jiik, hogy két csésze koziil az egyiket teletoltjiik vizzel, majd ezt a vizet at-
ontjiitk (megprébaljuk atonteni) a masikba. Ha mindet beledntéttiik, és még
férne, akkor az els6 csésze lrtartalma a kisebb, ha nem fér bele mind, akkor
a masodiké stb.

3.5.2. A mérés fogalma, mérési tapasztalatok

Természetesen gyakran eléfordul olyan eset, hogy két mennyiséget nem all
modunkban 6sszemérni, példaul két épiiletet nem tudunk egymas mellé al-
litani. Ekkor sziikség van egy kozvetité mennyiségre, amivel 6sszemérjiik
mindkét sszehasonlitasra varé mennyiséget. Ezzel el is érkeziink a mérés
sziikségességéhez, valamint a mértékegység fogalmahoz.

A mérés sordn arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy egy bizonyos
mennyiség hanyszorosa a mértékegységiil valasztott mennyiségnek. A ka-
pott szamot mérdszamnak nevezziik. A mérés elvégzése utdn mar nem koz-
vetleniil a mennyiségeket hasonlitjuk Gssze egymassal, hanem az azonos
mértékegységgel kifejezett mérdszamokat.

A mindennapi életben méréssel, mértékegységek hasznalataval kétféle
szituacidban talalkozunk. Az egyik a fent emlitett helyzet, amikor ismerve a
mértékegységet, egy adott mennyiséghez keressiik a mérészdmot. Ez a szitua-
ci6 a megmérés. A masik eset, amikor a méroszam ¢€s a mértékegység isme-
retében a mennyiséget kell meghatarozni. Ezt kimérésnek nevezziik. Ha pél-
daul az a feladat, hogy egy tekercsbol vagjunk le 5 m hosszi szalagot, akkor
kimérést végziink. Ha egy adott szalag hosszat szeretnénk megtudni cm-ben,
akkor megmérésrdl van szd. Hasonloan megmérjiik a szatyorban 1évo almat,
hogy megtudjuk, hany kg, de a piacon kiméretiink a ladabol 3 kg-ot.

A mérés gyakorlati tevékenyég. A méréstanitas akkor lehet eredményes, ha
a tanulok ténylegesen mérnek, megismerkednek a méréeszkdzokkel, megta-
nuljak hasznalni azokat. A mérési gyakorlatok soran a fogalmi szint béviilé-
sén thl a tanulok megtanuljak a pontos, preciz munkavégzést, az eredmények
pontos, attekinthetd lejegyzésének médjat, és nem utolsésorban kiilonbdzd
mérési tapasztalattal gazdagodnak.

Fontos tapasztalat, hogy a mérés pontossdaga novelhetd, ha a mennyisé-
get kisebb mértékegységgel mérjik. Ugyanakkor a gyakorlati életbol azt
is tudjuk, hogy egy adott mennyiség méréséhez sziikségtelen tilzottan kis
mértékegységet valasztanunk. Hogy mi szamit tilzottan kis mértékegység-
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nek, azt az adott mennyiség €s a mérési feladat alapjan tudjuk megmondani.
Sziikségtelen példaul két varos tavolsagat méterben vagy egy ruha ujjanak
hosszat milliméterben megadni. Egy ember testmagassagarol keveset arul el,
ha csak méterben adjuk meg, de milliméterben mérve sem kapunk pontosabb
eredményt a napi testmagassag-ingadozas miatt. Itt a megfeleld mértékegy-
ség a centiméter.

1. példa
Karikazd be! Melyik mértékegységgel fejezziik ki
a) két varos tavolsagat? km m dm cm
b) egy hegy magassagat? km m dm cm
¢) egy fa magassagat? km m dm cm
d) a padod szélességét? km m dm ¢m

A mértékegység és a mérdszam kapcsolatdarol két fontos tapasztalat adhat
felvilagositast:

Ugyanazt a mennyiséget nagyobb mértékegységgel mérve, a mérdszam
kisebb lesz. Pontosabban: ahanyszor nagyobb a mértékegység, annyiad ré-
szére cstkken a mérészam. Ezt a forditott aranyossagot altalanosan még ko-
rai lenne az alsé tagozaton felfedeztetni (az aranyossag 6. évfolyamos tan-
anyag), de azt a tényt, hogy nagyobb mértékegységhez kisebb mér6szam
tartozik konnyli megfigyeltetni.

Ugyanazzal a mértékegységgel mérve a nagyobb mennyiséghez nagyobb
mérdszam tartozik. Pontosabban, ahdnyszor nagyobb a mennyiség, annyi-
szor nagyobb a mérdszam. Itt egyenes aranyossag all fenn, aminek megalla-
pitasa altalanosan szintén nem also tagozatos tananyag,

2. példa

Mérd meg a ceruzak hosszusagat elébb rozsaszin, majd piros ru-
dakkal! (3.50. abra)

Melyik radbdl hasznaltal tobbet egy-egy ceruzahoz? Miért? Me-
lyik ceruza kirakasahoz hasznaltal t6bb rozsaszin, illetve piros
rudat?

; 3.50. dbra
Megjegyzés:

A szinesriid-készlet elemei nagyon jol hasznalhatok a hosszisagmérés és a t6-
megmeéres alkalmi mértékegységeiként. Tekintettel arra, hogy a piros rad kétszer
akkora, mint a rdzsaszin, a mérési tapasztalat nemcsak az lehet, hogy a ceru-
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za megméréséhez tobb rdzsaszin rudra van sziikség, mint pirosra, hanem az is,
hogy kétszerannyi rdzsaszin rad sziikséges, mint piros. Figyelniink kell azonban
arra, hogy ez csak akkor allapithaté meg egyértelmiien, ha a ceruza hossza piros
rudakkal pontosan mérhetd (pl. 20 cm). (Ha a ceruza hossza példaul 18 cm, ak-
kor rdzsaszin rudakkal mérve a mérészam 9, pirossal mérve pedig 4.)

3.5.3. A becslés szerepe

A mérések tanitasa soran igen fontos szerepet kell kapnia a mennyiségek becslé-
sének. A becslési kompetencia elengedhetetlen a mindennapi életben, de jo segit-
séget nyujt a matematikai probléméak megoldasaban is, hiszen a kapott eredmé-
nyek ellenbrzését megkdnnyitheti, ha tudjuk, hogy kb. mi lehet a realis érték.

Kezdetben, amikor a tanulék még nem minden esetben érzik a mérendd
mennyiségek allandésagat, vagy kevés mérési tapasztalattal rendelkeznek, a
becslés soran gyakran irrelevans szempontokat is figyelembe vesznek. Né-
hany példa erre: Nagyobbnak gondoljak a mindennapjaikban meghatarozo
szerepet betolto tanitd testmagassagat, mint egy masikét. Nagyobb hibéaval
becsiilik egy fiiggoleges szakasz hosszat, mint egy vizszintesét. Eltéro ala-
ku edényekbe ugyanannyi folyadékot 6ntve nem ismerik fel az Girtartalmak
egyenldségét. Nagyobb tomegiinek gondoljak a gyurmagolydt, ha szétlapit-
jak. Nehezebbnek becsiilnek 1 kg vasat, mint 1 kg tollpihét.

Nem csak a gyerekek becsléseiben figyelhetiink meg szubjektiv vonaso-
kat: példaul mi magunk is gyakran rovidebbnek érezziik a sziinetet az ugyan-
olyan id6tartami eldadasnal.

A becslési kompetencia kialakitasa elsésorban tgy torténik, hogy a mérés
elétt megbecsiiltetjitk a varhatd eredményt, majd a mérés utan dsszehason-
litjuk a becsiilt s a mért értéket. Nagyon fontos, hogy a becslést kbvesse a
mérés, mert igy szembesiilnek a tanuldk a becslési hibaval, igy varhato el
toliik, hogy becslésiik egyre jobban kézelitse a tényleges értéket.

1. példa
Becsiild meg, hogy az alabbi élelmiszerek tomege 1 kg-nal tobb vagy keve-
sebb! ird a megfeleld helyre az élelmiszerek sorszamat! (3.51. dbra)

— 1 kg-nal tobb:

— 1 kg-nal kevesebb:

— 1 kg-mal egyenlé:

S0ZDODB

3.51. dbra
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Megjegyzés:

A becslés ellendrzéséhez itt elegendd, ha megallapitjuk, melyik az 1 kg to-
megl élelmiszer, és ehhez hasonlitjuk — dsszeméréssel — a tobbit. Fontos,
hogy az dsszeméréseket ténylegesen végezziik el.

2. példa
Becsiild, majd mérd meg a kiilonb6z6 edények trtartalmat deciliteres és centi-
literes pontossaggal! Fejezd ki a mért mennyiségeket milliliterben!

becslés | mérés | atvaltas | becslés | mérés | atvaltis

pohar di dl ml cl cl ml
ecsetes tal dl dl ml cl cl ml
Megjegyzések:

— Azzal, hogy a mért mennyiségeket mindkét esetben ugyanabba a mér-
tékegységbe (ml) valtjuk at, nemcsak a mértékvaltast gyakoroljuk, ha-
nem azt is megtapasztalhatjuk, hogy kisebb mértékegységgel becsiilve,
illetve mérve ugyanazt a mennyiséget, a becslés és a mérés pontosabb
lehet.

— Célszerii parokban végezni a feladatokat ugy, hogy az egyik tanulé csak
deciliter-, a masik csak centiliter-pontossaggal dolgozik, és a munka
végén kozos tablazatban dsszehasonlitjak az eredményeiket. Ezzel biz-
tosithatjuk azt, hogy ugyanazt a mennyiséget egymastol fiiggetleniil va-
l6ban mind a két mértékegységgel megbecsiilik €s megmérik.

Természetesen azt a harmas tevékenységet, amit a becslés — mérés — 6sz-
szevetés hataroz meg, nem szitkséges mechanikusan minden méréshez hoz-
zakapcsolni. Ha a tanulok mar rendelkeznek egy alapképességgel a becslé-
sek terén, akkor konstrualhatunk olyan feladatszituaciokat is, amikor csak
becslésre van sziikség. Példaul becsiild meg, hogy belefér-e 100 liter viz
egy 40 cm magas, 50 cm széles, 60 cm hosszi akvariumba. Ha egy autd
100 km-en kb. 8 liter benzint fogyaszt, kb. mennyi benzint hasznal el, mig
Debrecenb6l Miskolcra elér?

Vannak olyan becslési szituaciok, amikor korabbi tapasztalatainkra, eset-
leg ismert szamszer( adatokra kell tamaszkodnunk. Példaul: Milyen magas a
lakotelepen 1évo 10 emeletes panelhaz? Tudjuk, hogy egy ember magassaga
altalaban nem t6bb, mint 2 méter, tapasztaljuk, hogy az emberek a lakasuk-
ban nem lehajolva jarnak, tehat egy lakas belmagassaga kb. 2 és fél méter.
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Egy emelet magassaga ennél tobb, hiszen van f6dém is. 3 métert szamolva
emeletenként egy 10 emeletes haz magassaga kb. 30 méter.

3.5.4. Alkalmi és szabvanymeértékegységek

A mérés Iényegének megértéséhez, és a 3.5.2. fejezetben leirt mérési tapasz-
talatok megszerzéséhez fontos lépés, hogy a mennyiségek mérését alkalmi
mértékegységek hasznalataval kezdjiik, s a szabvanymértékegységeket csak
azutan vezessiik be, ha mar a mérés alapvetd funkcidjaval tisztdban vannak a
tanuldk. Alkalmi mértékegységnek nagyon sok dolog valaszthatd. Véalasztha-
tunk mindennapi targyakat, amelyekbol sok, k6zel azonos méretii all rendel-
kezésiinkre. Példaul tomegméréshez gesztenyéket, hosszusagméréshez gem-
kapcsokat vagy (rtartalomméréshez kiilonboz6 méretii poharakat. Beszélniink
kell azokrol a régebben hasznalatos mértékegységekrodl is, amelyek az emberi
testhez kotddnek. Példaul hosszasag-mértékegység volt az arasz, hiivelyk, 1ab,
rOf stb. A mesékbdl ismert mértékegységet jelentd szavak értelmezése, ezek
koziil néhany hasznalata a mérési gyakorlatok soran ugyancsak hasznos lehet.
Példaul 6les fa, véka biiza, ako bor, zacsko arany, szekeér kinces.

1. példa

Mérd meg a levagott szalag hosszat
— vilagoskék rudakkal,

gemkapcsokkal,

— hiivelykkel,

kisarasszal!

Ugyanazt a mennyiséget kiilonboz6 alkalmi mértékegységgel mérve a ta-
nuldk rajonnek arra, hogy a mérés eredményénél nem elegendd csak a méro-
szam megadasa, valamint arra is, hogy kiilonb6z6 mértékegységek haszna-
lata kiilonb6z6 mérészamot eredményez.

Ha olyan mértékegységet valasztunk, ami nem egyértelmii, példaul egy
terem hosszat 1épésekben szeretnénk kifejezni, akkor eldfordulhat, hogy mas
mérészamot kapunk attdl fliggden, hogy kisebb vagy nagyobb labi gyerek
lépte le a tavolsagot. A probléma megbeszélése kozvetleniil elvezet a szab-
vanymértékegységek bevezetésének sziikségességéhez.

A szabvanymértékegységek bevezetésének igénye a torténelem folya-
man tobb alkalommal is felmeriilt. Eleinte egy-egy uralkodd testrészét
valasztottak mértékegységként ahelyett, hogy példaul minden ember sajat
labanak hosszaval szamolt volna. A ma Eurdpaban hasznalatos egységes
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SI-mértékrendszer alapjait a XVHI-XIX. szazadban, Franciaorszigban fek-
tették le. Az SI a Systéme International d’Unités francia kifejezés rovidi-
tése, magyarul Mértékegységek Nemzetkizi Rendszere. A jelenleg hasznilt
SI-mértékegységrendszert a 11. Altalanos Suly- és Mértékiigyi Konferen-
cian fogadtdk el 1960-ban. Az SI-mértékegységek kizardlagos hasznalatat
Magyarorszagon 1980-ban vezették be. Az angolszasz allamokban, kiilons-
sen az Egyesiilt Allamokban mind a mai napig parhuzamosan hasznaljék az
SI- és az n. torténelmi mértékegységeket. Példaul a hosszisag kifejezésére
a centiméter, a méter ¢s a kilométer mellett megmaradt az inch, a yard és a
mérfold is.
Az Sl-rendszer megkiilonbdztet alap- €s szarmaztatott mennyiségeket. Az
alapmennyiségek koziil alsé tagozaton az alabbiakat tanitjuk:
— Hosszlisag, alapmértékegysége: méter, jele: m.
A méter meghatarozasa a Fold méretéhez k6tdédden: 1 méter egyenld
a Fold kezdo délkorén mért keriiletének negyvenmilliomod részével.
Ujabb, 1983-ban elfogadott definicio szerint 1 méter az a tavolsag, amit
a fény vakuumban megtesz a masodperc 1/299 792 458-ad része alatt.
— Toémeg, alapmértékegysége: kilogramm, jele: kg.
A kilogramm az egyetlen Sl-alapegység, amelyiknek a definicidéja még
mindig etalonon és nem valamilyen alapvet6 fizikai allandén alapszik.
A kilogrammot egy nemzetkdzi etalon, platina-iridium 6tvozetbdl ké-
sziilt, 39 mm magassagi és atmérdjii henger tomegeként definialtak.
A definicio probléméaja abban rejlik, hogy nem az etalon lett 1 kilo-
grammos tomeglire elkészitve, hanem az 1 kilogramm pontosan és min-
dig az a tdmeg, amennyi az etalon mindenkori tdmegével azonos. Ezért
ha az etalont példaul valamilyen probléma éri, megvaltozhat a testek
tomegeének mérdszama.
— 1d6, alapmértékegysége: masodperc, jele: s.
A miésodpercet régebben a Fold forgasabol szarmaztattik. Eszerint
1 masodperc a két delelés kozott eltelt idd 1/86 400-ad része. Mai de-
finicionk az atomi viselkedésen alapul: A masodperc az alapallapoti
cézium-133 atom két hiperfinom energiaszintje kozo6tti dtmenetnek
megfeleld sugarzas 9 192 631 770 periodusanak idtartama.
A szarmaztatott mennyiségek koziil az Grtartalommal, a teriilettel, a térfo-
gattal, valamint a szoggel talalkoznak az alsé tagozatos tanulok.
— Ateriilet és a térfogat a hosszisagbdl szarmaztathatd, alapmértékegy-
ségei: négyzetméter (jele: m?) és kobméter (jele: m®). 1 m? a teriilete az
1 m oldali négyzetnek, I m? a térfogata az 1 m élli kockanak.
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— Az (rtartalom a folyékony anyag térfogatat jelenti. Alapmértékegysé-
ge: liter, jele: 1. 1 liter egyenld 1 m® ezredrészével (1 1=1 dm’).

— A szbget szintén szarmaztatott mennyiségnek tekintik. Alapmértékegy-
sége: radian, de hasznaljak a fokot is. Alsé tagozaton a szogek szab-
vanymértékegységeivel még nem foglalkozunk.

Megjegyzés:

Megemlitiink még egy mennyiséget, a homérsékletet, melynek mérésével
ugyancsak talalkoznak a tanuldk (1.6.1. fejezet). A hdmérséklet alapmennyi-
ség az Sl-rendszerben, mértékegysége a Kelvin, de a mindennapi életben a
Celsius-fokot hasznaljuk.

A szabvanymértékegységek bevezetésénél szem el6tt kell tartanunk a li-
nearis szamkorbovités (lasd 1.1.5. fejezet) Iépéseit, hiszen a kiindulasként
valasztott mértékegysegek mellett csak azokat vezethetjiik be az adott tanév-
ben, melyek valtészama benne van az éppen tanult szamkorben. Ennek meg-
felelden 1. évfolyamon kiindulunk a méter, a kilogramm, a liter, valamint az
ora fogalmabdl, és hozzajuk vessziik azokat a mértékegységeket, amelyek-
nél a valtoszam 10 vagy — idémérés esctén — a 20-as szamkorbe beletartozo
szam. 2. évfolyamon a mértékegységek kore azokkal boviil, amelyeknél a
kiindulasul valasztott egységhez képest a valtészam 100, vagy — idomérés
esetén — a 100-as szamkorbe tartozik. 3. évfolyamon az 1000 valtoszamu,
illetve az 1000-es szamkdrbe tartozé mértékegységeket vezetjiik be.

3.6. A hossziisag, tomeg, dirtartalom ¢és idé mérése

A 3.5.2. fejezetben targyalt altalanos szempontokat figyelembe véve most a
konkrét mérések tanitasarol lesz sz6. Felsorolunk alkalmi mértékegységeket,
targyaljuk a tanitando szabvanymértékegységeket, ismertetiink mérdeszko-
zoket, végiil bemutatunk néhany mérési feladatot.

3.6.1. Hosszusdgmeérés
A hosszisag, illetve tavolsag alkalmi mértékegységei koziil iskolai koriilmé-
nyek kozott igen sokfélével mérhetiink.

A testrészekhez kapcsolodd mértékegységek koziil leggyakrabban az
alabbiakat hasznaljuk:

— Nagyarasz: kifeszitett tenyérrel a hiivelyk- és kisujjunk kdzotti tavolsag.
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Kisarasz: kifeszitett teny¢érrel a hiivelyk- és mutatéujjunk kdzotti ta-
volsag.

Rof (sing): kinyujtott alsokarunk hossza a konyoktol a csukloig.
Hiivelyk (inch, zoll): hitvelykujjunk elsé ujjperce (1 hiivelyk = 2,54 cm).
— Ol: karjainkat oldalsé kézéptartisban kinyujtva a két kozéps6 ujjunk
kozotti tavolsag.

Lab vagy lépés: talpunk hossza.

Mindennapi targyak, eszk6zok is lehetnek a hosszisag mértékegységei,
példaul ceruzak, gemkapcsok, szines palcikak, szivoszalak.

Tekintettel arra, hogy az egyes szines rudak hossza kozott jol ismert, szam-
szerlsithetd Osszefliggés van, az eszk6z nemcsak hossziisagmérésre, hanem
a mértékegységek és mérészamok kozotti Ssszefiiggések felfedeztetésére is
kivaloan alkalmas, amennyiben a mérendd hosszisagot jol valasztjuk meg.

Az abran (3.52. dbra) lathato a szakasz hosszat (16 cm) fehér kockaval, ro-
zsaszin és piros rudakkal pontosan meg tudjuk mérni. Mivel a mértékegységiil
valasztott rudak koziil a piros kétszerese a rozsaszinnek, négyszerese a fehémek,
illetve a rozsaszin kétszerese a fehémek, a kapott mérészamok (16, 8, illetve 4)
forditottan ardnyosak ezekkel az alkalmi mértékegységekkel. Ha a vilagoskék
raddal mériink, akkor a mérés nem lesz pontos, eredménye az, hogy a szakasz
hosszabb 5 vilagoskék rud hosszanal, de révidebb 6-énal.

a=16[ |
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L [ »r [ ° [ ° |
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[ vk | w | vk [ w | w | w
3.52. dbra
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A szinesrud-készlet ugy késziilt, hogy a kis fehér kocka éle 1 cm, a na-
rancssarga rad hossza 10 cm, igy az eszkdz jol hasznalhat6 a szabvanymér-
tékegységek bevezetéschez is.

A hosszlisag szabvanymértékegységei: méter, deciméter, centiméter, mil-
liméter, kilométer. Bevezetésiik fokozatosan torténik: 1. évfolyamon a métert
és a decimétert, 2. évfolyamon a centimétert, 3. évfolyamon a millimétert €s
a kilométert vezetjiik be.

A mértékegységek kozotti valtoszamok: 1 m=10dm, 1 m =100 cm, 1 m =
1000 mm és 1 km = 1000 m.

A hosszusag mérdeszkozei kozill a tanteremben is hasznalhaté a méterrad,
a mérészalag és a vonalzd. Nagyobb tavolsagok méréséhez (példaul folyo-
son vagy iskolaudvaron) mérdkereket hasznalhatunk.

3.6.2. Tomegmeérés
A tomeg alkalmi mértékegységei koziil kiemeljitk azokat a hétkdznapi tar-
gyakat, amelyek iskolai koriilmények kdzstt hasznalhatok. Kisebb tomegek
mérése torténhet példaul gesztenyékkel vagy mas termésekkel, esetleg gyii-
mdlcsokkel. Nagyobbaké példaul olyan jatékokkal (példaul épitékockakkal),
amelyekbdl sok egyforma all rendelkezésre. A szinesrid-készlet tdmegme-
résre is alkalmas, mert gy késziilt, hogy a kiilénb6z6 szinii rudak témege a
kis fehér kocka tdmegének egész szamu tobbszorose. A fehér kocka tomege
1 gramm, igy a szabvanymértékegységekkel torténé méréseknél is hasznal-
hat6 az eszkoz.
Néhany nem SI tomegmértékegység:
Mazsa: 100 kg
Font: kb. fél kg
Lat: a font 1 harmincketted része
Uncia: 28-31 g
— Karat: A szentjanoskenyérfa termésének gorég nevébdl szarmazik, a
nemesfémek tomegének mérésére hasznaltak. 1 karat =200 mg.

A tdmeg szabvanymértékegységei: kilogramm, dekagramm, gramm, tonna.

Bevezetésiik fokozatosan torténik: 1. évfolyamon a kilogrammot, 2. évfo-
lyamon a dekagrammot, 3. évfolyamon a grammot és a tonnat vezetjiik be.

A mértékegységek kozotti valtészamok: 1 kg = 100 dkg, 1 kg = 1000 g és
1t=1000 kg.

A tdmeg mérdeszkozei a kiilonféle mériegek. Didaktikai szempontbol a
kétkarti mérleg a legmegfelelébb, hiszen ezt hasznalva a mérés modjardl is
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informaciot kapunk. A mérleg két serpenydjébe azonos tomegli mennyisé-
geket kell tenni ahhoz, hogy a mérleg egyensilyba keriiljon. Kétkard mér-
leget vallfabol is készithetiink. Napjainkban a digitalis mérlegek hasznalata
a meghataroz6. Ezeknél a gyerekek csupan annyit latnak, hogy ratessziik a
tanyérra a mérendd mennyiséget, majd a kijelzén megjelenik egy szam.

Megjegyzés:

A tdmeg és a slily fogalmat a mindennapi életben gyakran keverjiik. A fi-
zika azonban vilagosan megkiilonbozteti a két mennyiséget. Egy test sulya
egyenld a testre hatd gravitacios erdvel. Ezért a test sulyat ugy kapjuk meg,
ha a tomegét megszorozzuk a gravitaciés gyorsulassal. Mivel ennek értéke
kozelitéleg 10 m/s? azt mondhatjuk, hogy példaul egy 2 kg témegii test su-
lya kozelitdleg 20 N.

3.6.3. Urtartalommérés
Az lrtartalom alkalmi mértékegységének valaszthatunk barmilyen alaki
és méretll edényt, ivopoharat, kanalat, kancsot stb. A térténelem soran igen
sokféle tirmérteket hasznaltak. Ezek egy része italok mérésére szolgalt, mas
része apro szemi anyagok, példaul gabona, takarmany mérésére.
A hig Grmérték mértékegységei koziil néhany:
— Ako (boraszati tirmérték): kb. 55 liter
Pint: kb. masfél liter
Icce: 1 pint =2 icce
Korsé (sords): 1 korso = fél liter
Kupica: 1 kupica = 5 centiliter
— Stampedli: 1 stampedli = 3 centiliter
Un. szaraz mértékek:
— Véka: faedény, kb. 31 liter
— Mérd: 1 mérd= 2 véka
— Zsak

Az lrtartalom szabvanymértékegységei: liter, deciliter, centiliter, hektoli-
ter, milliliter.

Bevezetésiik fokozatosan torténik: 1. évfolyamon a litert és a decilitert,
2. évfolyamon a centilitert és a hektolitert, 3. évfolyamon a millilitert ve-
zetjiik be.

A mértékegységek kozotti valtdszamok: 1 1=10dl, 1 [=100cl, 1 hl=1001
¢s 11=1000 ml.
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Az (rtartalom méréeszkdzei a kiilonféle mér6poharak, mérdhengerek,
mérdkanalak, fecskendok.

3.6.4. Idémérés

Az idOdmérés tanitasanak megkezdése el6tt meg kell bizonyosodnunk arrél,
hogy a tanuldk képesek az idobeli tjékozodasra. Ismerik és értik a korabbi-
késobbi, elébb-utobb szavakat, a mult-jelen-jovo kifejezéseket. Képesek bi-
zonyos cselekvéssort helyes idérendbe allitani. Ezt kbvetden az el6z6ekhez
hasonléan megismerkediink a méréeszkszokkel és a mértékegységekkel.

Kiilonbséget tesziink idépont meghatarozasa és idétartam mérése kozott.
Az id6épont meghatarozasara a kiilonbdzo tipust 6rak szolgalnak. A minden-
napi életben talalkozunk példaul fali-, asztali-, torony- és karéraval. Mind-
ezek lehetnek analdg (mutatds) vagy digitalis kijelzésii 6rak.

Egy esemény kezdetének és végének idopontjat megadva megallapitjuk
az esemény idOtartamat. Léteznek olyan 6rak is, amelyek csak idStartamot
képesek mérni. Ezek a stopperek, de idesorolhatjuk a homokorat is.

Azidd szabvanymértékegységei abban kiilonbdznek az SI-mértékegységek
Jjelentds részEtél, hogy a koztiik 1évo valtoszamok nem a 10 hatvanyai. Tani-
tasuk nehézsége is ebben rejlik.

1. évfolyamon megismerkediink az 6ra és a nap fogalmaval, a koztiik [évo
mennyiségi kapcsolattal: 1 nap = 24 6ra. Beszéliink a napszakok elnevezései-
rOl is: hajnal, reggel, déleldtt, dél, délutan, este, éjszaka. A napnal nagyobb
iddmértékegységek a hét, a honap, az évszak és az év. A hét napjainak, a
honapoknak és az évszakoknak az elnevezése az Gvodabol hozott ismeret,
ezt bovitjiik azzal, hogy melyik hénap hany napbdl all.

1. példa
Egészitsd ki a mondatokat a hét napjaival!

Tegnap ..........o.ooeil, volt.

Holnap ... lesz.
TegnapelOtt ...................... volt.
Holnaputan ......................... lesz.
Egy hétmulva......................... lesz.

Osszefiiggések a napnal nagyobb idémértékegységek kozoit:

1 hét="7 nap
1 év =4 évszak
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1 hénap = 4 hét

1 hénap = 30 nap
1 év =52 hét

1 év = 12 hoénap

Megjegyzés:

A hénapok és hetek, a hdnapok és napok, valamint az évek és a hetek kozott
a valtészam nem egy konkrét szam, ezért ne adjunk olyan 4tvaltasi feladatot,
amelynél egyértelmii valaszt varunk.

2. évfolyamon a perc, mig 3. osztalyban a masodperc és az év bevezetése
torténik meg. Osszefliggések:

1 6ra = 60 perc

1 perc = 60 masodperc

1 év =365 vagy 366 nap

A naptar tanulményozasat a 2. évfolyamon kezdjiik, s ekkor ismerkediink
meg a datum fogalmaval is. 3. évfolyamon jutunk el a sz6kdéév, a szokénap
értelmezéséhez.

Ma a vilag legtobb orszagaban a Gergely-naptart hasznaljak, Magyarorszagon a
XVI. szazadban vezették be. Az évszakok és a csillagaszati események nem egész
szamu napok szerint ismétlddnek, ezért a naptar, amely évente mindig ugyanany-
nyi napot tartalmaz, minden évben elcsiiszik a csillagaszati eseményekhez képest.
Ha idénként beillesztiink egy plusznapot az évbe, akkor ez a cstiszas korrigalhato.
Ennek alapjan az tn. szokdévekben, a februar egy nappal hosszabb, 29 napos.
A beékelddd egy napot szokénapnak hivjuk, Julius Ceasar dontése értelmében ez
nem februar 29, hanem februar 24. A szokdévek megallapitasa a kovetkezo sza-
bély szerint trténik: minden 4. év sz6koév, kivéve azokat a 100-zal oszthato év-
szamokat, melyek 400-zal nem oszthatok. Igy példaul 1600 szokdév volt, de 1700
nem. A XXI. szdzad elsé néhany szokdéve tehat: 2000, 2004, 2008, 2012.

Az id6 mértékegységeinek tanitisa mellett fontos feladatunk az idépont
leolvasasanak megtanitasa digitalis és analég kijelzésii orakrol.

Konnyebbnek bizonyul a digitalis 6ra altal mutatott id6 értelmezése: az
orat és a percet (esetleg a masodpercet) kettdspont valasztja el, elébb az ora,
majd a perc jelenik meg, példaul 13:34. A digitalis 6ra beallithat6 Gigy, hogy a
napnak mind a 24 6rajat kiilon kijelzi, de 0igy is, hogy a délutani 6rak szamo-
zéasat ismét 1-gyel kezdi. Ekkor a leolvasott idépontokhoz hozzatessziik,
hogy ,,délutan” vagy ,.este”.
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Megjegyzés.
A legtdbb digitalis 6ran olvashat6 az angol révidités, a ,,p.m.” vagy az ,,a.m.”,
ezért célszerii a tanuldkkal ennek jelentését is megbesz€lni.

Az analog kijelzésii, azaz a mutatos 6ra mikddésének megértése és kész-
ségszintli hasznalata nem egyszeri. Tanitasat fokozatosan végezziik. 1. évfo-
lyamon az egész orak leolvasasat tanitjuk, megértetve, hogy a kismutat6 jelzi
azt, hogy hany dra van, s ekdzben a nagymutaté a 12-esen all. Azt is megbe-
széljik, hogy déli 12 ora utan az 6ra ismét 1, 2 stb. értékeket mutat, ezeket
délutan 1, 2, este 9 stb. 6ranak vagy pedig 13, 14, 21 stb. 6ranak hivjuk.

2. példa
a) Olvasd le az 6rakrdl, hogy hany 6rat mutatnak! (3.53.a dbra)

3.53.a dbra

b) Rajzold be az 6ra mutatdit! (3.53.5 dbra)

3.53.b dbra

2. évfolyamon keriil sor a negyed, fél, hAromnegyed kifejezések megisme-
résére, elkezdjiik figyelni a nagymutaté mellett a kismutatdé mozgasat is. A 3.
évfolyamra kell elérni az 6ra biztos ismeretét, tetsz6leges iddpont ora-perc
pontossagu leolvasasat.

Ahhoz, hogy az éramutatdk jarasat a tanulok megértsék, elengedhetetlen,
hogy a tanteremben legyen egy nagyméretli analdg kijelzési falidra. Ugyan-
csak sziikség van egy tanari demonstraciés Orara, mozgathaté mutatékkal,
valamint minden tanulénak lennie kell sajat (mtianyag vagy papir) 6rajanak,
amelyen a mutatokat tetszés szerint beéllithatja.
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Megjegyzés:

A feladatokat két irdnyban fogalmazzuk meg. Egyrészt kérjiik, hogy konkrét
mutatdallast olvassanak le, masrészt forditva, konkrét idépontot allitsanak
be a demonstracios oran.

Az 6ra milkddésével folyamatosan kell foglalkoznunk az egész tanév so-
ran, nem szerencsés, ha csupan egy kivélasztott id6szak néhany tanorajan
targyaljuk ezt a témakort, mert ekkor, noha latszélag mindenki elsajatitja az
6ra ismeretét, nem valik készségszintlivé a tudas. A tanév soran folyamato-
san van arra lehetdség, hogy egy-egy spontan feladatot adjunk a tanuloknak,
olyat, amelynek megoldasahoz sziikség van az ora szamlapjanak ismeretére.
Példaul haromnegyed 9 elbtt 5 perceel a hetesek kimehetnek a terembdl az
osztaly tizoraijaért, vagy azt az utasitast adjuk, hogy egy bizonyos feladat
megoldasara 8 perc all rendelkezésre.

Mar emlitettiik, hogy 1éteznek olyan érédk (stopper, homokora), amelyek
az eltelt id6, az idStartam mérésére alkalmasak. Azonban ez nem jelenti azt,
hogy a pontos id6t mutatd 6rak ne lennének hasznalhatok az idétartam me-
réséhez. Ismerve egy bizonyos esemény kezdetének és végének iddpontjat,
a kettd kiilonbségeként megkapjuk az esemény idStartamat. Ez a kivonas
nem konnyii feladat tekintettel arra, hogy az id6 mértékegységeinél a val-
toszamok nem a tizes szamrendszerhez igazodnak. Az idétartamok megal-
lapitasanal fokozatosan jarunk el. Kezdetben ugyanazon egész dran beliili
két idépontbol szamolunk idétartamot, majd pedig kiilonbdz6 egész drakhoz
tartoz6 idépontokbdl. Tovabb neheziti a feladatot, ha tébb nap, esetleg honap
is eltelik a kezdeti és a végso idopont kozott.

3. példa
Rajzold be a mutatokat, majd egészitsd ki a mondatokat! (3.54. dbra)

Most délutidn 5 6ra van. Most délelétt 8 6ra van. Most délel6tt 11 éra van.
2 6ramilva ...... o6ralesz 2 6ramilva ...... 6ralesz 2 6ramdlva ...... ora lesz
3.54. dbra
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Az id6tartamok megallapitasa szoveges feladatokban:

4. példa
Edesanya siiteményt készitett. Hany 6rn keresztiil dolgozott, ha 9 6rakor
kezdte és 11 orakor lett készen?

5. példa
Hazankban az elsé gbzvasutat 1846. julius 15-én adtak at Pest és Vac kozott.
Hany év, honap és nap telt el azota?

3.6.5. Mértékegységek datviltdsa

A bevezetett szabvanymértékegységek kozotti valtas igen nehéz feladat az
alsé tagozatos tanuldk szamara. A nehézség matematikai szempontbdl abban
rejlik, hogy a mértékvaltas mogott a mérdszam és a mértékegység kozotti
forditott aranyossag hiizoédik meg. Annak megértése példaul hogy 30 dl =3 |,
azt jelenti, hogy fel kell ismerni, hogy a liter a deciliter tizszerese, s ezért,
hogy az egyenl6ség fennalljon, a 30 tizedrészét kell venni. Még dsszetettebb
a feladat, ha azt kérjiik, hogy valtsuk at példaul a 32 dI-t literbe. Ehhez el6-
szor fel kell bontani a 32 di-t 30 dl + 2 dl-re, majd meg kell allapitani, hogy a
30 dl =3 1, s ezutan kapjuk az elvart eredményt: 32 dl=3 1+ 2 dl.

Ha a tanulok kevés mérési tapasztalatra tettek szert korabban, s a mérték-
valtashoz nem flizodik konkrét tevékenységb6l ered6 vizualis vagy mozga-
sos emlékkép, akkor a mértékvaltasos feladatok megoldasa csupan mechani-
kus szabélyok (valtészamok) bevésésére tamaszkodd rutinmunkat jelent.

Nem célszerti mindezek miatt az atvaltasi feladatokat mar az 1-2. évfolya-
mon elkezdeni. Ebben az életkorban helyezziink hangstlyt a konkrét mérésekre,
kiilonbozd mértékegységek (alkalmi és szabvany) megismerésére, hasznalatara,
valamint minél tobb mérési, becslési tapasztalat megszerzésére. A mértékegy-
ségek, kiilonosen a szabvanymértékegységek kozotti osszefliggések bevezetése
3—4. évfolyamon kezdédjon, ennek elmélyitése tovabb folytatodhat az 5-6. év-
folyamon, hiszen ez az az életkor, amelyben a tanuldék mar képesek az egyenes
¢s forditott aranyossagon alapulé 6sszefiiggések megértésére.

1. példa
Végezd el az atvaltasokat!
a@5m7dm8em= [ ][I Jem
2m63em= [ ] Jem
29m 5dm= 0 em
1km248m= [ 1] Jem
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51973 cm=[J_Im [l dm [Jem
475cm= Jm [ Jdm [ ] cm
2875dm=[ ][ ][ Jm[ ] dm
3758 m=[ |km [ ][ ][ ] m

Megjegyzés:

A feladat két részbol all: eldszor nagyobb mértékegységrdl kisebbre, majd
forditva kell véltani. A mértékvaltast kezdetben segiti, ha az iires kisnégyze-
tek szamaval utalunk a sziikséges valtoszamra.

2. példa

Végezd el a miiveleteket a mennyiségekkel!
56di+17dl=[][Jdl=[]1[_]dl
127d1+25dl= ] ]di=[JJ1[]dl
248 dl1—122dl= ][] dl=[1]1[]dl
465d1-231dl= [JLIL ] di= 0] 1 [l

Megjegyzés:

A mennyiségekkel végzett miiveleteknél ugyanigy be kell tartanunk a fokozatos-
sagot, mint a szamokkal végzett miiveleteknél. A tizesatlépés problémaja parosul-
hat azzal a nehézséggel is, hogy a miivelet elvégzése elétt a tagokat azonos mérték-
egységbe kell atvaltani. (A fenti példakban ez utébbira még nem keriil sor.)

3. példa

Egy bevéasarlotaskaba 2 kg 950 g tomegii élelmiszert rakunk. Van benne két
csomag 125 grammos tird, 3 db 50 dkg-os kalacs, 45 dkg felvagott, fél kg
kenyér és egy doboz vaj. Mekkora a vaj tomege?

Megjegyzés:

A mennyiségekrol szolé szveges feladatok megoldasat az neheziti, hogy
a tanuldnak a szoveg értelmezése utan fel kell ismerni, hogy sziikség van-e
mertékvaltasra, és azt is neki kell eldontenie, hogy milyen mértékegységet
célszerli hasznalni. A fenti feladat egyik megoldasi médja az lehet, hogy
mindegyik mennyiséget a legkisebb mértékegységben, grammban fejezziik
ki, s ezutdn végezziik el a kapott mérészamokkal a sziikséges miiveleteket.
A masik, hogy €ldszdr az azonos mértékegységgel (dekagramm) kifejezett
mennyiségekkel szamolunk, majd a kapott részeredményt és a t6bbi mennyi-
séget valtjuk at grammba, s folytatjuk a miiveletek elvégzését.
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3.7.Geometriai alakzatok mérhetd tulajdonsagai

A hosszisagbol szarmaztatott geometriai mennyiségek a keriilet, teriilet, fel-
szin €s térfogat.

A keriilet és a teriilet sikidomokhoz, ezen beliil sokszégekhez kitheto fo-
galmak. Bevezetésiiket elokészitd tevékenységek, koriilkeritések, parketta-
zasok el6zik meg. A fogalmak kialakitasahoz, megszilarditasdhoz a kiilnbo-
z6 méréses tevékenységek jarulnak hozza. Az altalanos megalapozason til,
also tagozaton két nevezetes négyszdg, a négyzet és a téglalap keriiletének és
teriiletének a kiszamitasi modjat tanitjuk.

A felszin és a térfogat fogalmat csupan elékészitjiik, megemlitjiik, a fogal-
mak tényleges kialakitasa a fels® tagozat feladata.

A szdg ugyancsak mérhetd geometriai mennyiség. Als6 tagozaton meg-
kezdjiik a fogalom kialakitasat, 6sszehasonlitjuk kiilonboz6 szogek nagysa-
gat, de a sz6gmérés szabvanymértékegységeit még nem vezetjiik be.

3.7.1. A keriilet

Sikidom keriiletén hatarolé gorbéjének hosszat értjiik. A keriilet fogalmanak
elokészitését a hosszusagmérés megismerése utan kezdjitk. Ehhez elészor
kiilonbdzd alaki vonaldarabok hosszat mérjiikk meg oly médon, hogy a vonal
mentén fonalat vezetiink végig, majd a fonal hosszat mérdszalaggal meg-
mérjiik. Kezdetben nyilt, majd zart gorbéket valasztunk, ezt kévetden nyilt,
majd zart tordttvonalakat.

1. példa
Mérd meg a vonaldarabok hosszat! (3.55. dbra)

SOV RIX

3.55. dbra

Ha specialis tor6ttvonalakat négyzethaléra rajzolunk, hosszukat nemcsak
méréssel, hanem a négyzetracs oldalainak megszamlalasaval is meg tudjuk
allapitani. A négyzetracs oldalhossza (,,1épés”) az alakzat keriiletének mérték-
egysége. Az ilyen jellegii feladatok a keriilet fogalmanak kialakitasan tul a sik-
beli tajékozdddképesség fejlesztését is szolgaljak (1asd 3.4.2. fejezet).
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2, példa

a) Ird a nyilsorozatot az alakzatok ala! (3.56. dbra) T
Hany lépésre volt szilkség a sokszogek megrajzo- | | | |
lasahoz? ]
b) Rajzolj olyan négyzetet, amelyhez 12 1épésre van S50 o
szitkség!

c¢) Kerits koriil 12 négyzetracsot a flizetedben! Szamold meg, hany Iépésre
volt sziikség! Keress tobb megoldast!

Megjegyzések:

— Az g) feladatban a nyilsorozatok megadasa: —— |«—«1, —|— |«
11, 11—>—]l}<T<. A nyilak szdma a lépések szamat jelenti, to-
vabba megfigyelhetd, hogy zart alakzatok esetén ugyanannyi nyil mutat
jobbra, mint balra, illetve le, mint fel.

— A ssikbeli tajékozodoképességet tovabb fejleszthetjiik, ha az alakzatot is
a tanuloknak kell megrajzolniuk a négy féirany szerinti 1épések soro-
zatanak lediktalasaval. Példaul a masodik alakzatnal: jobbra, le, jobbra,
le, balra, balra, fel, fel.

— A ¢) feladat mar a keriilet és a teriilet fogalmanak elkiilonitését késziti
eld. Tekintettel arra, hogy a feltételnek nagyon sok kiilonbdzd alakzat
megfelel, a tanulok megoldasait 3sszegezve tapasztalatot szereztethe-
tiink arrdl, hogy azonos teriiletii sokszgek keriilete nem azonos. Ha
a megoldasokat a téglalapokra sziikitenénk, és nem 12, hanem példaul
16 (négyzetszam) négyzetracs koriilkeritését tiizziik ki, akkor az is fel-
ismerhetd, hogy az azonos teriiletli téglalapok koziil a négyzet keriilete
a legkisebb.

A négyzethaldra rajzolast sok esetben kivalthatjuk a szoges-lyukas tabla
alkalmazasaval (3.57. dbra). Ekkor az alakzatok megrajzolasa helyett szoge-
ket tliziink ki, és gumigytirtivel keritjiik koriil 6ket. Ezzel elkeriiljiik a rajzo-
las és a vonalzohasznalat okozta
nehézségeket, ezért jobban tu- | [
dunk a feladat tartalmi részére ||
koncentralni. i

Miutan a tanulék megismer-
kednek a sikidom és a sokszog
fogalmaval, sor keriilhet a keriilet
elnevezés bevezetésére. Tetszole- 3.57. dbra

e g |
|
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ges sikidom keriiletét tovabbra is fonal segitségével hatarozzuk meg. Ez a
tevékenység igen fontos a fogalomalkotas szempontjabol, mivel elmélyiti
azt a fontos ismeretet, hogy a keriilet hosszisag jellegli mennyiség (hiszen
méroszalaggal mérjiik meg a kifeszitett fonal hosszat).

A keriilet mértékegységei megegyeznek a hossziusag mértékegységeivel,
legyen sz6 alkalmi vagy szabvanymértékegységrol.

A sokszogek keriiletére attérve felismertetjiik, hogy nem sziikséges fo-
nalat hasznalnunk a megméréshez, elegendd a sokszog oldalainak hosszat
megmeérni, mert a keriilet az oldalak hosszanak &sszege.

3. példa

Mérd meg a sokszogek oldalainak

hosszlisagat centiméteres pontossag- i 2 A w <>
gal! (3.58. dbra) Szamitsd ki a kerii-

letiiket! 358 dbra

A téglalap és a négyzet keriiletének meghatirozasa

Megismerve a keriilet fogalmat altalanosan, megnézziik, hogyan tudjuk azt spe-
cialis esetekben meghatarozni. A téglalap és a négyzet az a két nevezetes négy-
szOg, amelyek tulajdonsagait a tanulok részletesen vizsgaljak. Tudva azt, hogy
a téglalap szemkozti oldalai egyenld hossziak, valamint azt, hogy a sokszog (¢s
igy a téglalap) keriilete egyenld az oldalak hosszanak dsszegével, dltalanos mé-
rési, szamolasi eljarasokat adhatunk a téglalap keriiletének meghatarozasara.

Ezeket az eljarasokat altalanosan szimbolumokkal, in. képletekkel is fel-
irhatjuk, de a képletek kiilonbozé alakjai k6zo6tti algebrai atalakitasok lehe-
toségére alsd tagozaton nem tériink ki. Ebben az életkorban a képlet még
nem algebrai kifejezést, hanem egy szamolasi eljaras altalanositasat jelenti.
Eppen ezért mas értelme van a tanulok szamara a

K=a+btc+dK=a+b+ra+b K=2(a+b)ésK=2a+2b
képleteknek. Ezeket ezért szerencsésebb nem képleteknek, hanem kiszami-
tasi szabalyoknak nevezni.

A K =a+ b+ c+ dazt jelenti, hogy egy valasztott koriiljarasi iranyt ko-
vetve sorban 6sszeadjuk az oldalak hosszat.

A t6bbi harom szabaly mar tiikrozi azt a felismerést, hogy a téglalap két-
két oldala egyenld hosszh, ezért elegendd csak a két kiilonbozd oldalnak
megmeérni a hosszat.

AK=a+ b+ a+ bszabaly az altalanos eljarast tikrozi, annyi kiilonbség-
gel, hogy nem sziikséges mind a négy oldal hosszat megmérniink.
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A K=2(a+ b) szabaly szerint elegend6 a két kiilonb6z6 hosszuisaga oldal
Osszegét megallapitani és venni annak kétszeresét.

A K =2a + 2b szabaly azt mondja, hogy vegyiik kiilon-kiilon egy-egy ol-
dal hosszat, azt kétszerezziik meg, s a kapott szorzatokat adjuk Ossze.

Hasonl6 figyelemmel jarunk el a négyzet keriiletének meghatarozasanal.
Az altalanos K = a + b + ¢ + d meghatarozasi méd mellett attériink a spe-
cidlis K = a + a + a + a, majd a K = 4a szabalyokra.

4. példa
A szobat parkettazzak. Milyen hosszi szegblécre van sziikség, ha a szoba
6 m hosszisagt ¢és 4 m szélességii? Szamold ki tobbféleképpen!

Megoldas

Lehetséges szamoléasi mddok:
6m+4m+6m-+4m=20m
(6m+4m)-2=20m
4m+6m+4m+6m=20m
@Am+6m)-2=20m
6m+6m+4m+4m=20m
6m-2+4m-2=20m

stb.

A megoldashoz még nem sziikséges az oldalakat betiikkel jelolni, a tobb-
féle szamolasi mod megkeresése azt jelenti, hogy tobbféle sorrendben adjuk
Ossze a téglalap oldalait. Ezzel természetesen az Osszeadas muveleti tulaj-
donsagainak elmélyitése mellett a keriiletképlet kiilonb6zo alakjainak meg-
alkotasat is el6készitjiik.

5. példa
Meérd meg az oldalak hossziisa- b
gat milliméteres pontossaggal! 2
Szamitsd ki a négyzet és a tég- |(a a a a
lalap keriiletét! (3.59. dbra)

E]

. B a=|:”:|mmbb O mm a=[]]mm
Megjegyzés: K=2" (a+bh) K=4-a
Vigyazni kell arra, hogy a ko- | k=2 ([ Jmm+[J00mm)  K=4 - L[] mm
rai és kizarolagos szimbolum- K= DL mm e
hasznalat ne homalyositsa el a 3.59. dbra
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keriilet fogalméanak eredeti jelentését, a tanulok ne azonositsak a keriiletet a
képlettel, a képletben mindig ismerjék fel a tevékenységet. Ezért kezdetben a
képlet hasznélatat el6zze meg a tényleges mérés, s legyen egyértelmii, hogy
a szimbolumként hasznalt o és b betl mit jeldl.

3.7.2. Ateriilet

A teriilet fogalmanak tevékenységekkel torténd eldkészitése joval korabban
megkezdddik, mint a fogalom tényleges bevezetése és hasznalata. Az eloke-
szitd tevékenységek kozott kiemelkedd szerepet kap a parkettdzas és az atdara-
bolas. A matematika tantargy-pedagégiaban parkettazason a sik hézagmentes,
egyrétegll lefedését értjiik. Parkettazni igen sokféleképpen lehet. Lehet példaul
tetszoleges sikidomokkal, erre j6 példa a kirakos jaték, a puzzle. Sziikitve a
parkettazashoz hasznalhato sikidomok kdrét nemesak a teriiletfogalomhoz ju-
tunk kozelebb, hanem a sikidomok, sokszdgek tulajdonsagainak megismeré-
séhez is (lasd 3.2.1. fejezet). Célszerii kivalasztani 2-3 sikidomot (sokszdget),
és ezekkel egybevigokkal parkettizni tetszoleges méretl és alakll sikrészt.
Tovabb sziikitve a parkettazashoz hasznalhaté elemek korét, kérjiik azt, hogy
egy bizonyos tipust sokszdggel végezzenek parkettazast. Példaul egybevagd
rombuszokkal, téglalapokkal, haromszdgekkel.

1. példa

Folytasd a megkezdett parkettamintakat! (3.60. dbra) E

A sik parkettazasa utan attérhetiink konkrét sik-

idomok, sokszogek parkettazasara. Itt megfigyelhetd, r|\

hogy a sik parkettazasara alkalmas mintak koziil nem
mindegyikkel lehet egy konkrét sikidomot hézagmen-
tesen és egy rétegben lefedni. Igy felmeriilhet a minta

vagy az alakzat atdarabolasanak igénye is.

3.60. dbra
2. példa
Valassz az alabbi mintak

koziil, & parkettizd ve- | Mk A [] /N O Il LF g

le az alakzatokat! (3.61.

dbra) Alakzatok/—\

3.61. dbra
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Megjegyzés:
Az alakzatok és a parkettamintdk megvalasztasanal tSbb szempontra is te-
kintettel kell lenni:
— Egy alakzat tobbféle mintaval is parkettazhato.
— Ha egy minta alkalmas a sik parkettazdsara, még nem biztos, hogy az
alakzat is parkettazhaté vele.
— Egy alakzat nem feltétleniil parkettazhat6é hozza hasonlé mintaval.
— Elképzelhetd, hogy az adott alakzat két hasonlo parkettaminta koziil
csak az egyikkel fedhetd le, azaz a minta alakja mellett a méretére is
figyelni kell.

Alakzatok teriiletének 6sszehasonlitasat az alakzatok atdarabolasaval, fe-
désbe hozasaval végezziik. Célszerii az atdarabolast kezdetben ténylegesen
elvégezni papirbdl kivagott alakzatokon. El6szor olyan alakzatok teriiletét
hasonlitjuk 6ssze, melyek koziil az egyik konnyen atdarabolhatd a masikba.
Utana felfedeztetjiik, hogy célszerli mindkettdt ugy szétvagni, majd 6sszera-
gasztani, hogy téglalapokat kapjunk. Ezeket egymasra helyezve dsszehason-
lithatd (6sszemérhetd) a teriiletiik.

A manudlis tevékenységek utan az atdarabolasi feladatokat négyzethaldra
rajzolt sokszogekkel rajzban folytatjuk. Ekkor az atdarabolasahoz mar nincs
szilkség az alakzatok kivagéasara, a négyzetracsok megszamolasaval is meg-
allapithatjuk a kérdéses részek teriileteinek viszonyat. Ebben az esetben mar
nem kozvetlen 6sszemérést végziink (lasd 3.5.1. fejezet), hanem alkalmi
mértckegységgel (négyzettel) torténd mérést (lasd 3.5.4. fejezet).

3. példa

Atdaraboléssal alakits ki téglalapokat az
alabbi alakzatokbdl, majd szdmozéssal 4l-
litsd sorba az alakzatokat teriiletiik nagysa-
ga szerint! A legkisebb teriiletivel kezdd!
(3.62. abra)

I~
I~

3.62. dbra

A parkettazasi €s az atdarabolasi tevékenység elokésziti a teriilet fogalmat.
Egy sikidom teriiletének meghatarozasahoz egybevago sikidomokkal kell
parkettaznunk. A teriiletmérés azt jelenti, hogy megallapitjuk az egybevagd
parkettamintak szamat. Ez a szam lesz a mér6szam, a parkettaminta pedig a
mértékegység.

Természetesen a feladat igy til altalanos, nagyon nehéz egy-egy alakzat-
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hoz megfeleld mintat talalni, a legtobb esetben csupan kozelitd eredményt
kaphatunk. Als6 tagozaton célszeril tehat specialis sokszdgek teriiletére szo-
ritkozni, mértékegységként pedig lehetdleg olyan alaku sokszdget vélaszta-
ni, amibdl megfeleld szamuval a sokszog lefedheto.

Ateriiletmérésnél is kovetjiik a méréstanitas altalanos szempontjait (3.5.2.
fejezet). A méroszam és a mértékegység kozotti egyenes, illetve forditott ara-
nyossagrol itt is szerezhetiink tapasztalatokat csakigy, mint a mérési pon-
tatlansagrol, tudunk atkalmi mértékegységeket is hasznalni (3.5.4. fejezet).
Ateriiletméréssel Osszefiiggd becslési tevékenység azonban Gsszetettebb,
mint ahogyan azt az alapmennyiségek mérésénél lattuk (lasd 3.5.3. fejezet).
Itt nem csupan a mérészamot kell megbecsiilni, hanem azt is, hogy milyen
méretii ¢s alakl lefedd minta (mértékegység) lesz megfeleld.

A szabvanymértekegységek bevezetését azzal készitjik eld, hogy tégla-
lapok parkettazasara helyezziik a hangsulyt, parkettamintanak pedig négyze-
tet vagy olyan mintat valasztunk, amely egész szam négyzetbdl kirakhato.

4. példa

Parkettazz! Hasonlitsd Ossze a
parkettalapok szamat! Mit tapasz-
talsz? (3.63. dbra)

Megjegyzés:
A feladat elvégezhetd négyzet- EB= s b E= wedb []= b B:_ db
haléra rajzolt alakzatokkal is, az
atdarabolast szinezéssel, az 3ssze- 3.63. dbra

hasonlitast a négyzetracsok meg-

szamlalasaval helyettesitve. Ekkor alkalmi mértékegységgel torténd mérést
végziink, az Osszehasonlitas a mérdszamok dsszehasonlitasat jelenti.

A téglalap és a négyzet teriiletének meghatarozasa
A téglalap teriiletének meghatarozasahoz az egybevagd négyzetekkel torté-
nd parkettazas tapasztalataira timaszkodunk. Olyan téglalapbdl indulunk ki,
melynek oldalai a valasztott hosszasagegységnek egész szamu t6bbszérosei.
fgy azt kell megvizsgalnunk, hogy a téglalap hany egybevago egységnyi ol-
dali négyzetre bonthaté fel.

El6szor konkrét téglalapok parkettazasat végezziik el. Példaul az 5 cm és 4 cm
oldalu téglalapban el tudunk helyezni egy sorban 5 db 1 cm oldalt négyzetet, és
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ilyen sorbol 4-et. Tehat ez a téglalap 6sszesen 4 - 5 =20 db
1 cm oldali négyzettel parkettazhatd. (3.64. dbra)

Altaldnositva: A téglalap a oldala mentén a darab kis-
négyzet helyezhetd el, és 6sszesen b darab négyzetsort tu-
dunk kialakitani. Vagyis az a és b oldalu téglalap ab darab
kisnégyzettel fedhet6 le. Teriilete tehat ab teriiletegység.
igy a téglalap teriiletének kiszamitasi médja: T = ab.

Az altalanositast a keriiletnél leirtakhoz hasonléan igen kis lépésekben,
koriiltekintden kell végezni. A teriiletképlet nem tiikr6zi kozvetleniil a meg-
hatarozas médjat, azonban ha sikeriil hozzdkapcsolni a négyzetekkel lefedett
téglalap képét, bizhatunk abban, hogy a tanulok meglatjadk mogotte a teriilet
tényleges fogalmat.

A négyzet teriiletét a fenticknek megfeleloen, a négyzet oldalainak egyen-
[6ségét figyelembe véve adjuk meg: T = aa.

Az elézbekbbl kitiinik, hogy ahhoz, hogy sokszogek, téglalapok, négyze-
tek teriiletét mérjiik, nem feltétleniil sziikséges a szabvanymértékegységek
bevezetése. Erre csak a 4. évfolyamon keriil sor.

3.64. dbra

3.7.3. Afelszin
A felszin fogalmat siklapa testek (poliéderek) felszinére sziikitjiikk le. Egy
siklapu test felszinén hatarolo lapjainak (sokszogeinek) teriiletosszegét ért-
jiik. A felszin meghatarozasahoz tehat ismerniink kell a siklapu testet ha-
tarolé sokszogeket. Ebben a testhald fogalmara tAmaszkodunk (lasd 3.1.2.
fejezet). Egy siklapu testet bizonyos élei mentén felvagva €s a sikba kiteritve
jutunk el a testhalojahoz. A tevékenységet forditva is elvégezziik: testhalobol
testet hajtogatunk. A testhalon mar egyértelmiien latszik, hogy milyen sok-
szogek hataroljak a testet. Ezeknek a sokszdgeknek a teriiletét pedig a mar
ismertetett parkettazassal hatarozzuk meg. A feladat altalanosan igen nehéz,
meghaladja az alsé tagozatos tanulok fejlettségi szintjét. 4. éviolyamon ezért
mindossze a téglatest és a kocka testhalojaval, felszinével foglalkozunk.
Kiilsnbszé méretli téglatest alaka papirdobozokat teritiink ki a sikba, vagy
forditva, meghajtogatjuk papirra rajzolt testhalojukbol kiindulva. A téglatest
felszinének meghatarozasat visszavezetjiik tehat téglalapok teriiletének meg-
hatarozasara anélkiil, hogy a felszin képletéig eljutnank. Hasonldan jarunk el
a kocka felszinénél is. Ezek a feladatok hozzajarulnak ahhoz, hogy a tanulok
a téglatest és a kocka tulajdonsagait jobban megismerjék, elmélyitsék, s a
térszemléletiiket is fejlesszék (lasd 3.1.4. fejezet).
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1. példa

Vagjuk be egy feliil nyitott cipdsdoboz éle-
it az abran lathatdé modon, majd teritsiik ki
az asztalra. Mérjiik meg vonalzoval a do-
boz hosszusagat, szélességét és magassa-
gat. Szamitsuk ki, hogy hany cm? kartonpa-
pirt hasznaltak fel a doboz elkészitésé¢hez!
(3.65. dbra) 3.65. abra

Megjegyzés.

A feladattal a hosszisag, szélesség, magassag fogalmakat is gyakoroltatjuk,
s megbeszéljiik azt is, hogy ezek viszonylagosak, fiiggnek attdl, hogy milyen
nézdpontbol vizsgaljuk a dobozt.

3.7.4. A térfogat

Atérfogat fogalmanak kialakitasat iireges testek egybevagé kiskockakkal tor-
ténd kitdltésével kezdjiik. Hézagmentes kit6ltésre toreksziink, és felhasznal-
juk a teriilette] kapcsolatos analdgiat. A felszinnél leirtakhoz hasonldan itt is
csupan a fogalom elokészitése torténik. Elokészitd tevékenységként téglatest
alakt dobozokat rakunk tele kiskockéakkal. Ehhez els6sorban a szinesrad-
készlet fehér kockajat hasznaljuk, de épitdkockak is alkalmasak lehetnek.
Egyszerli mérési tapasztalatokat szerziink: Minél kisebb kockakat haszna-
lunk, annal tobb kell beldle, illetve nagyobb testet tobb kiskockaval tudunk
kitolteni. A hézagmentes kitoltésnél azt is megfigyeljiik, hogy kiskockakbol
allo rétegek keriilnek egymas folé. Nem feladata az als6 tagozatnak, hogy
eljussunk a téglatest €s a kocka térfogatképleteihez, sem a szabvanymérték-
egységek megismeréséhez.

1. példa

Epitsd meg fehér kiskockakbol a kbvetkezd tes- STl 31212 3120
teket az alaprajzok segitségével! Szamold meg, |[2[7[7] [1[1[7] [T[1[1
hany kockabol épiilt 1-1 alakzat! (3.66. dbra) Evrar

Megjegyzés:
A kapott szam a megépitett alakzat térfogatanak mérészama, a vélasztott
mértékegység pedig a fehér kiskocka.
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3.7.5. Aszog

A szdgfogalom értelmezésére tobbféle lehetoség ki-
nalkozik. A 3. évfolyamon a szoget forgasszogként
vezetjiik be. Sz6gdn két kdzos pontbdl kiinduld fél-
egyenes altal hatarolt sikbeli tartomanyt értiink, és azt
vizsgaljuk, hogy az egyik félegyenes rogzitése mellett
a masikat a kdzds pont koriil forgatva mekkora tarto-
manyt sarolunk. (3.67. dbra) llyen moédon megkiilon-
boztetiink pozitiv (az dramutatd jarasaval ellentétes)
¢és negativ (az 6ramutato jarasaval megegyez0) iranyQ
szogeket csakligy, mint a teljes korbefordulast jelento 3.67. dbra

teljes szognél nagyobb szogeket is. A kdzds pontot a

szOg csicsanak, a félegyeneseket a sz0g szarainak, a kdzrezart sikrészt sz6g-
tartomanynak vagy réviden szognek nevezziik.

A szogek szemléltetésére hasznalhatjuk az dramutatokat is, hiszen a két
oramutatd mozgasaval minden idépontban meghataroz egy szdgtartomanyt,
s ez akép jol illeszkedik a sz6g dinamikus fogalmahoz. Fontos azonban oda-
figyelni arra, hogy ez a kép csak akkor segitheti a sz6gfogalom kialakulasat,
ha a tanulok mar készségszinten elsajatitottak az analog ora mitkodési elvét.

A fenti értelmezéssel tehat a szdg dinamikus fogalmat vezetjiik be, mig a
sokszog szogének meghatarozasa a statikus szégfogalmon alapul.

A sokszdg egy szo6gén a csiicsabol kiinduld, a két oldalt tartalmazé két
félegyenes szogét értjikk. A két félegyenes altal hatarolt két siktartomany
koziil azt tekintjiik a soksz6g szogének, amelyik tartalmazza a sokszoget.
Nyilvanvald, hogy a sokszog szogei a teljesszognél kisebb szogek, és nincs
jelentdsége a pozitiv és negativ szogek megkiilonboztetésének sem. Az egye-
nesszdget szintén nem tekintjiik a sokszog szogének, ugyanakkor megkiilon-
boztetiink konvex vagy konkav szogeket aszerint, hogy az egyenes szdgnél
kisebbek vagy nagyobbak.

1. példa
Szinezd ugyanolyan szinnel a csucsok kéré rajzolt
koroknek a sokszogbe esé részét! (3.68. dbra)

3.68. abra
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Szdgek dsszemérése, nagysaguk viszonyitisa a derékszéghoz
Alsé tagozaton még nem vezetjiik be a szgmérés szabvanymértékegységeit.
A fok bevezetése 5. évfolyamos, a radiané pedig 10. évfolyamos feladat.

A derekszdg fogalmabol indulunk ki, és ehhez viszonyitjuk a tobbi szog
méretét.

Ha két metsz0 egyenes a sikot négy egybevagé szogtartomanyra osztja,
akkor egy ilyen szdgtartoméanyt derékszégnek neveziink, a két metszd egye-
nest pedig egymasra mer6legesnek.

Derékszogmérésre vagy a derékszogii vonalzdt hasznéljuk, vagy papir-
bol hajtogatassal készitiink ,,derékszogmérét™: a tetszoleges alaku papirlapot
Osszehajtjuk egyszer, majd a hajtasvonal mentén még egyszer. (3.69. dbra)

3.69. dbra

A ,,;sz0gmérdvel” meg tudjuk allapitani a tobbi szogrél, hogy az 1 de-
rékszgnél kisebb vagy nagyobb: a kérdéses szog egyik szarara a csucsbol
kiindulva rahelyezziik a derékszoget. (Természetesen Gigy, hogy a masik
szarak ugyanabba a félsikba keriiljenek.)
Amennyiben a sz6g masik szirat a de-
rékszog takarja, nala kisebb, kiilsnben
nala nagyobb sz6grdl van sz6. A derék-
szOgnél kisebb szogeket hegyesszogek-
nek nevezziik. Ha két derékszoget Ggy
helyeziink egymas mellé, hogy csicsuk
k6zos, és egy-egy szaruk ugyanannak az
egyenesnek két kiilonbozd félegyenese, a
kapott szoget egyenesszdgnek nevezziik. 3.70. abra
Tompaszdgrol akkor beszéliink, ha az 1 de-
rékszOgnél nagyobb, de 2 derékszognél kisebb. A 2 derékszignél nagyobb,
de 4 derékszognél kisebb szogeket homorii szogeknek nevezziik. Ezeket az
elnevezések még nem sziikséges also tagozaton bevezetni. (3.70. dbra)
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2. példa

Jelold a négyszogek szogeit! (3.71. dbra)
A deréksz6g legyen piros!

A derékszdgnél kisebb szog legyen kék!
A derékszdgnél nagyobb szdg legyen
sarga! 3.71. dbra

A szbgek kdzvetlen dsszemérése hasonldan torténik. A két 6sszemérendd
szoget ugy helyezziik egymasra, hogy csucsuk és egyik szaruk egybeessen.
(A masik szarak ugyanabba a félsikba keriiljenek.)

3. példa
Szamozassal allitsd ndvekvé sorrendbe a haromszog P
szdgeit! A szogek nagysaganak sszehasonlitasaban /
segit, ha atméasolod egy kartonra és kivagod a ha- /
romszoget!

Megjegyzés.
Gyakori hiba, hogy a tanul6k a sokszdgek vonatko- 3.72. ébra
zasdban nem tesznek kiilonbséget a csucs €s a szog

fogalma kozott. A fenti feladat segit a két fogalom

elkiilonitésében is.
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4. KOMBINATORIKA, STATISZTIKA,
VALOSZINUSEG

4.1. A kombinatorika tanitasa

A kombinatorika az ,,(ij matematika” 1978-as reformja ota része az isko-
lai matematika-tananyagnak, azonban a kombinatorika tanitisa még mindig
sokszor hattérbe szorul, kevésbé €16k a tanitds hagyomanyai. Kiilonds jelen-
t6sége van annak, hogy mér az alsé tagozaton tevékenységekbdl kiindulva
tapasztalatokat szerezzenek a tanulok a kombinatorikai problémakrél, mert a
kései kezdés az id6hiannyal parosulva azt okozhatja, hogy konkrét targyi ta-
pasztalatok nélkiil, szimbolikusan kzdlnek tipikus megoldasi modszereket,
igy a tanulok megértés hidnyaban nem képesek 6nalldan problémak megol-
désara.
A kombinatorikai problémak megoldéasa széles korilen fejleszti a tanulok
képességeit:
— Problémamegoldé gondolkodas: egyéni stratégiak alkalmazasa.
— Problémaérzékenység: a feladatok feltételei, adatai konnyen valtoztat-
hatdk, igy kérdések, altalanositasok meriilhetnek fel.
— Szbvegértés: a hétkdznapi szovegek leforditsa a matematika nyelvére és
a matematikai szdvegek pontos értelmezése is jelentés. A tanuldk akkor
latjak igazan egy adott halmaz elemeit, ha 8ssze is tudjak szamolni azokat.
— Rendszerezés, kombinativitas: mar az esetek felsorolasanal is meg kell
talalniuk a rendszert, amely megmutatja, hogy minden esetet felsoroltak.
— A gondolkodas rugalmassaga: a problémakat sokszor érdemes t5bb ol-
dalrdl tekinteni, igy (j 6sszefliggéseket fedezhetiink fel.
— Induktiv kévetkeztetés — modellalkotas: néhany esetet kiprobalva kipu-
hatolhatjuk a probléma természetét, igy altalanosithatunk.
— Tobb szempontu kovetkeztetéses gondolkodas.
— Ugyanaz a matematikai modell tobb kiilsnbdzd kontextusban jelenik
meg, ami segiti a modell felismerését.

A kombinatorikai feladatok behalézzak az egész matematika-tananyagot,
igy az a helyes, ha minden témakdorben talalkoznak a tanuldk kombinatorikai
példakkal. Néhany tipikus probléma, megoldasi mddszer kedvéért azonban
érdemes kiilon is foglalkozni a kombinatorikai feladatokkal.
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Az iskolai kombinatorikai feladatok 4ltalaban bizonyos dolgok &sszeszam-
lalasara vonatkoznak, azaz adott véges halmaz elemszamat kell megadni.

Az 3sszeszamlalasi feladatok annyira sokfélék, hogy a kombinatorikai
problémak megoldasanal nem az a lényeges kérdés, hogy megtalaljuk, me-
lyik ismert modell (ismétlés nélkiili permutacid, varidcio stb.) felel meg a
szévegnek. Ehelyett vannak olyan kérdések, amelyeket feltéve a tanulok se-
gitséget kaphatnak a probléma sikeres megoldasahoz.

Két 6 kérdést kell az 6sszeszamlalasi problémak megoldasakor folyama-
tosan figyelni:

— Kiilénbsz6 eseteket szamoltunk &ssze?

— Minden esetet 6sszeszamoltunk?

Kezdetben az esetek megkiilonbdztetését kell gyakorolniuk a gyerekek-
nek az 6sszes eset felsorolasanak igénye nélkiil. Azonos esetek kivélasztasa
még késodbb is okozhat nehézséget, példaul amikor kerek asztal koré iilnek
le néhanyan, és azokat az elrendezéseket nem tekintjiik kiilénbdzének, ame-
lyek forgatassal egymasba atvihetok.

KésObb az §sszes eset felsorolasanak igénye arra is neveli a tanulokat,
hogy a matematikafeladatok megoldasanal egy megoldds megtalalasakor
nem mindig vagyunk készen, az dsszes megoldast meg kell keresni.

A kombinatorika tanitisanak szintjei
Also tagozaton a tanulok fejlodési szintjeinek megfeleléen a kombinatorikai
feladatok egymasra épiild szintjei a kovetkezok:
— Az esetek megkiilonboztetése
— Az dsszes eset felsorolasa otletszertien
— Rendszeres felsorolas
» Reprezentaciok: képi — szimbolikus (rajzok, betiik, tablazat, graf)
Felsd tagozaton, majd kdzépiskolaban a kombinatorika tanitdsat a kovet-
kezé szinteken folytatjuk tovabb:
— Formalis mddszerek alkalmazasa kiilonboz6 stratégiakon keresztiil:
» SZOrzas,
» Osszeadas,
» kolesondsen egyértelmii megfeleltetés,
» komplementer,
» rekurzio stb.
— Struktarak felismerése
A tanitonak ismernie kell a megoldasi médszereket és azok fejlodésének
egész folyamatat, hiszen eszerint tud megfelelé szintli mintdkat mutatni

272



a tanuldknak. Egyrészt a gyerekeknek valé megoldasokat kell tanitaniuk,
masrészt a magasabb szintli modszerek ismeretében gyorsabban atlatjak a
problémakat, és jobban tudnak valtozatos tipusi feladatokat valogatni a ta-
nitashoz.

A feladatok szintekbe val6 besorolasanal figyelembe kell venni, hogy a
feladatok mindségileg nehezednek, ha noveljiik az elemszamot, hiszen ekkor
a felsorolas helyett mar formalis modszereket kell alkalmazni.

A kombinatorikai feladatokban kiilénb6z6 véalogatasi szempontok hata-
rozzak meg azt a halmazt, amelynek az clemszamat keressiik. A gyerekek-
nek nehézséget okoz tobb szempont egyiittes figyelése, ezért fokozatosan
kell névelni a figyelembe veends szempontok szamat. Ovatosan kell eljarni,
hiszen a kevesebb szempont esetén viszont sokszor nagyobb az elemszam.
Példaul:

1 szempont: kétjegyii szamok szama (90 db).

2 szempont: kétjegyli paros szamok szama (45 db).

3 szempont: kétjegyli paros szamok szama, amelyekben van 5-0s szamjegy
(5 db).

4 szempont: kétjegyli paros szamok szama, amelyekben van 5-6s szamjegy
és oszthatdk 3-mal (1 db).

4.1.1. Az esetek megkiilonboztetése
A kiildnb6z6 esetek felsorolasara vonatkozo egyszerii feladatokat mar az
dvodaban kaphatnak a gyerekek (példaul zasz16k kiilonféle szinezései), ami
az 1-2. évfolyamon folytatodik az dsszes eset felsorolasi igényének fokoza-
tos bevezetésével.

A feladatokban mindig pontosan meg kell fogalmazni, melyek azok az
esetek, amelyeket killonbozonek tekintiink.

1. példa
Egy izgalmas autoverseny soran harom autd, egy sarga, egy piros és egy kék
elozgette egymast, igy sorrendjitk mindig valtozott.

a) Szinezziik az autdkat a lehetséges sorrendek szerint! (4.1. dbra) Két
sorrend kiilonb6z0, ha azokban van olyan autd, amelyik nem ugyan-
azon a helyen all. (T6bb rajz van, mint lehetdség.)

b) Mi volt a végsé sorrend, ha tudjuk, hogy nem a piros nyert, viszont
megeldzte a kéket?
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Megjegyzések:
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A gyerekeknek kezdetben el kell magyarazni, mit jelent egy eset. Az
autds példaban harom egymas utani autd, melyek koziil egy sarga, egy
piros és egy kék.

A megoldast szemléltethetjiik jaték autokkal, bar az nem pétolja a szine-
zést, hiszen egyszerre kell latnunk az esetek felsorolasat. Figyeljiik meg,
hogy a konkrét trgyakkal vald kirakasnal gyakran cserélgetéssel talalnak
1j eseteket a gyerekek. A szinezésnél pedig a gyerek szamara szempont le-
het, hogy minél kevesebbszer kelljen letenni a ceruzat kdzben, példaul amit
csak lehet, kiszineznek pirossal, azutan kezdenek mas szinnel szinezni.

A targyakkal valo szemléltetés akkor szerencsés igazéan, ha annyi targy
all rendelkezésre, hogy az Gsszes esetet egyszerre ki tudjuk rakni.

Az 8sszes esetet célszerli kozosen dsszegyljteni kirakassal akkor is,
amikor ez még nem tantervi kdvetelmény a gyerekek szamara.
Hasznos az egyes esetek azonositasanak gyakorlasa széban is, példaul:
»AzZ én autdim olyan sorrendben vannak, hogy a sarga megelézi a kéket,
de lemaradt a piros mogott.” Az ilyen kijelentéseket jatékosan is gyako-
rolhatjuk, példaul a kijelentés alapjan kell a masik jatékosnak kirakni az
autokat, vagy barkochbazhatunk is, elddntend6 kérdések alapjan kell az
egyik jatékosnak kitalalni, hogy melyik lehet6ségre gondolt a masik.
Eldkészithetjiik a rendszerezést olyan utasitasokkal, mint példaul: So-
rolj fel olyan eseteket, amikor a piros auté vezet!



— Az ,eset” sz6 helyett sokszor jobb a ,,lehet6ség” szd hasznalata, példaul
‘amikor szétvalasztunk eseteket, és kiilon-kiilon vizsgéaljuk a lehetdsé-
gek szamat (lasd 1.1.4. fejezetben a 4. példat). Viszont ne hasznaljuk a
variacié, kombinacid szavakat altalanosan a lehetéségekre, mert ezek-
nek a kombinatorikaban mas jelentése van.

— Jellemz6 a kombinatorikai feladatok értelmezésére, hogy a gyerekeket
el6szor zavarja az a bonyolult mondat, amely az esetek kiilonb6z6sé-
gére utal, késdbb azonban maguk teszik fel ezt kérdésként. Ha lehet6-
ségiink van, varjuk meg ezt a kérdést, vagy 6sztondzziik, hogy tegyék
fel. Gyakori hiba, hogy a gyerekeket meg akarjak kimélni az esetek
megkiilonbdztetését meghatarozé mondattol, igy pontatlan feladatot
adnak nekik. A kicsi gyerekeknek sem lehet pontatlanul megfogalmaz-
ni a problémakat!

— A fenti példat sok mas targyra at lehet fogalmazni, amelyekkel kirakha-
tok a kiilonbozo lehetdségek. Példaul kiilonboz6 szinli kupakokkal (a
szines muanyag livegkupakok gytijtése egyébként is hasznos, nagyon
sok mindenre hasznalhatdk), betiikartyakkal (példaul a T, E, R betiiket
rakjuk kiilonboz6 sorrendbe, keressiink értelmes €s értelmetlen szava-
kat!), szines palcikakkal.

4.1.2. Az isszes eset felsoroldsa dtletszeriien

Megjelenik az Gsszes eset felsorolasanak igénye, de még hianyzik a rendszer
annak indoklasahoz, hogy valoban megtalaltuk az 6sszes esetet. A tanito le-
hetéleg rendszerben sorolja fel a kiilonbozo eseteket, de ezt még ne varja el
a.gyerekektol.

1. példa

A szinesrud-készlet fehér, rozsaszin és vilagoskék radjait hasznaljuk. Epit-
stink utcat olyan hazakbol, amelyek két egymas tetejére allitott ridbol allnak!
Az utcéban kiilonb6z6 hazak legyenek! Két haz kiilonbszd, ha valamelyik
részének (alsé vagy felso) a szine eltérd.

Megjegyzések:
— Besz¢ljiik meg, hogy példaul egy rozsaszin és egy vilagoskék szind rad-
bdl két kiilonbozé hazat tudunk épiteni a két rad sorrendjétol fiiggden.
— Tisztazzuk, hogy egy haz két azonos szinli ridbol is allhat!
— Nézziik meg a kiilonb6z6 utcakat, és emeljiik ki azokat, amelyeknél
latszik a rendszerezés. Példaul a 9 lehetéség Ggy van felsorolva, hogy
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egymas mellett van 3-3 haz, amelyeknek az alsé szintje ugyanolyan
szinii, és a felsé valtozik. (4.2. dbra) )

— A rudakhoz a hosszuknak megfelelé szamot rendelve a példat lefordit-
hatjuk az 6sszeadas nyelvére, &s megkereshetjiik az azonos magassaga
hazakat, amelyek az 6sszeadas felcserélhetéségére mutatnak példakat.

" A—
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4.2. dbra

4.1.3. Rendszeres felsorolds

Egyes kutatdk szerint az esetek rendszeres felsorolasa mar csak a forma-
lis miiveletek szakaszdban varhato el a gyerekektol. Azonban ez fiigg a
probléma bonyolultsagatol. Ha a feladatban csak egy-két szempont val-
tozik, nem kell tilsagosan sok lehetdséget felsorolni, és a gyerekeknek
megfelelo tapasztalataik vannak, akkor mar a 3—4. évfolyamon képesek
a rendszerezésre.

A rendszerezés leghatékonyabb stratégiaja egy-egy dolog rogzitése és a
tobbi valtoztatdsa, amire a gyerekek megfeleld ravezetd jatékok soran ma-
guk is rajénnek.

Az Osszes lehetdség felsorolasat, rendszerezését segitl jaték tetszdleges
Osszeszamlalasi feladatra:

A gyerekek csoportban jatszanak, a soron koévetkezd jatékosnak egy 0j
esetet kell kirakni, ha sikeriil, kap 1 korongot, ha passzol, akkor nem kap
korongot, ha pedig olyat rak, ami mar szerepelt, akkor visszaad egy koron-
got. Ha mar sokan nem tudnak rakni akkor elkezdik 1’1gy rendezni a kirakott
¢s mi lehet az.

A rendszerezés stratégiai: csere, rogzités, ciklikussag.

A gyerckeknek meg kell tanitani a rendszerezés abrazolasat, a targyi rep-
rezentaciok utan a képi reprezentacidkat. A képi reprezentaciok lehetnek raj-
zok, betlik, tablazat, graf.
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Tablazattal rendszerezés két szempont szerinti valtozas esetén

1. példa

Hanyféle kétgombocos fagylaltot kérhetiink, ha a fagyizoban mar csak hd-
romféle fagylalt van, eper, csokoladé, vanilia, és a tSlcsérben a gombdcok
sorrendje is szamit?

A gyerekekkel vagjunk ki tolcséreket és szines korongokat gombdcoknak
(a gombdcokat helyettesithetjiik szines kupakokkal). Ezekbdl rakjuk ki az
Osszes esetet, és rendszerezziik Oket.

Ezutan abrazoljuk tiblazatban az eseteket Gigy, hogy az oszlop az also, a
sor a felsd gombocot jelentse, egy mezd pedig egy lehetséges fagylaltot:

eper csokoladé | vanilia

~ | 8188
csokoladé % %
win | 3] 8 | 8

Megjegyzések:

— A lehetséges fagylaltok szdma annyi, ahany mez6 van a tablazatban,
azaz 9.

— A tablazatbol jol leolvashatd az esetek szdma akkor is, ha a fagylaltban
a gombocok sorrendje nem szamit (6 db), és akkor is, amikor nem en-
gedjiik meg, hogy két azonos szinli gombdc legyen (6 db).

— A rendszerezés elve: rogzitjiik az als6 gombdc fajtajat, utana valtoztat-
juk a felsé gombdcot, majd végignézziik, hanyféleképpen lehetett rog-
ziteni az also gombdc fajtajat.

Graffal rendszerezés két vagy tobb szempont szerinti valtozas esetén

2. példa

Egy zsédkban 1 zold, 2 piros és 3 kék szinii, egyforma méretli gydngy van.
A zsakbdl sorban hizunk harom gyongyot s felfiizziik egy lancra. Hanyféle
lancot kaphatunk?
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Az els6, a masodik és a harmadik huzas eredményét abrazoljuk graffal
(4grajzzal)! Haromféleképpen rogzithetjiik az els6re kihlizott golyo szinét,
utdna vessziik szamba a t6bbi lehetdséget. (4.3. dbra)

START

4.3. dbra

Megjegyzések:

— Tudatositsuk a tanulokban, hogy a grafon egy eset azt jelenti, hogy a
starttdl a nyilak mentén végigsétilunk a gyongyskon az elsétdl a har-
madik gyongyig.

— Gyakran jobban lathatok az esetek, ha a nyilakat nem fontrd] lefele, hanem
balrél jobbra haladva rajzoljuk, igy a kiilonbzd eseteket is balrol jobbra
olvashatjuk le (példaul ha egy szam szamjegyeit valasztjuk a szdzas helyi
értékil szamjeggyel kezdve, balrdl jobbra leolvashato a szam).

— A szineket célszerli mindig ugyanabban a sorrendben rajzolni, igy ki-
sebb annak a lehetdsége, hogy kihagyjuk valamelyiket (a fenti példdban
a kotott sorrend: z51d — piros — kék).

4.1.4. Formdlis modszerek alkalmazdsdinak elékészitése

Ezen a szinten is néhany eset felirasaval és a rendszer megtaldlasaval kezdddik
a feladat, de most mar nem sziikséges minden esetet felsorolni, szorzassal, &sz-
szeadassal rovidebben megkaphatjuk az esetek szamat. A formdlis modszerek
alkalmazasa nem alsé tagozatos feladat, de elokészitését megkezdhetjiik.

Szorzasi médszer

1. példa
Panni matricas fuzetében kiilonféle szemeket, orrokat, szajakat lehet a fe-
Jeknek ragasztani, igy kiilonboz6 arcokat lehet dsszerakni. Hanyféle arcot
rakhat 6ssze Panni, ha 2-féle szem (nyitott, csukott), 3-féle sz4j (egyenes,
mosolygos, szomor() és

a) egyféle orr van?

b) kétféle orr van (egyenes, krumpli)?
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Megoldas

a) Rajzoljuk le elészor azo-
kat az arcokat, amelyek
nyitott szemuek: 3 ilyen
van, mert a szaja lehet
mosolygds, egyenes vagy
szomord. A csukott sze-
mil arcokbol is ugyanigy
3 van, tehat a lehetdségek
szama: 3 + 3. (4.4. abra)
Szorzassal: A lehetdsé-
gek szama: 2 - 3, mert
2-féleképpen valaszthat-
juk a szemet, és akarmelyik szemet valasztottuk, mindenképpen 3-féle
szajat valaszthatunk hozza. )

b) Az el6z6 6-féle arc mindegyikét rajzolhatjuk egyenes és krumpliorral
is, igy 6 + 6 = 12-féle arcot rajzolhatunk.
Szorzassal: 2 - 3 - 2, mert 2-féleképpen valaszthatjuk a szemet, és akarme-
lyik szemet valasztottuk, mindenképpen 3-féle szédjat valaszthatunk hoz-
za, ezutan mindegyik rogzitett szemhez és szajhoz 2-féle orr tartozhat.

Megjegyzések:

— Also tagozaton mindig a tablazatos vagy grafos abrazolassal parhuza-
mosan végezziik el a szorzast!

— Két szempont valtozasa esetén az ilyen tipusu kombinatorikai feladat a
szorzas fogalmanak elmélyitésére is szolgalhat (lasd 1.2.3. fejezet).

— Sok példa megoldasaval és a grafos abrazolas megtartasaval érhetjiik
el, hogy a gyerekek lassak, mikor szorozhatnak és mikor nem. Példaul
az el6z6 golyds példanal nem lehetett volna szorozni.

— A szempontok szamat fokozatosan lehet csak névelni! A példaban el6-
sz6r csak a szem-szaj valtozhatott, késobb az orr is.

A grafos abrazolas nem mindig jelenti az esetek felsorolasat:

2. példa

Szegedrdl Budapestre eljuthatunk vonattal, busszal vagy autoval, Budapest-
rél Bécsbe vonattal, busszal, autdval vagy repiilovel. Hanyféle kozlekedési
eszkozzel juthatunk Szegedrdl Bécsbe, ha Budapesten barmelyik kozlekedé-
si eszkozrdl barmelyikre atszallhatunk? (4.5. dbra)
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|Szeged H busz HBudapestH busz I—-l Bécs I

4.5. abra

A példaban a graf a kozlekedési eszk6z6k lehetbségeit szemlélteti az egyes
utvonalakon. Szeged és Budapest kozott barmelyik nyilon haladhatunk a
3 nyil koziil, ezutan Budapest és Bécs kozott barmelyik nyilon haladhatunk
tovabb a 4 nyil koziil. fgy lesz 3 - 4 = 12 a lehetdségek szdma.

Az Osszes lehetoség grafja (4.6. dbra):

[busz]

[vorat][ busz |[ autd |Jrepilg][vorat | busz |[auts Jfepild][vonat |[busz |[aut6 Jfepiia]

4.6. dbra

Osszeadasi modszer

Utvonalak ésszeszamldlisa

3. példa

Micimacké otthonabdl indulva a legrovi-

debb titon akar eljutni Rébert Gidahoz gy, | |9k
hogy kézben harom baratjat meglatogatja. [
Jatsszuk le az Gsszes lehetséges utvonalat,

és rajzoljuk be egy-egy abraba! (4.7. dbra)
Megoldas

A példa szovegében a legrovidebb utvona-
lat az jelenti, ha Micimacké pontosan ha-
rom barétjat latogatja meg. A baratok neve

az utvonalak meghatarozasat is szolgalja.
(4.8. dbra) 4.7. dbra
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4.8. dbra

A példaban megfigyelhetd az §sszeadasi mddszer: Rébert Gidahoz csak
Fiilestol vagy Malackatol juthat Micimacké. Mivel Fiileshez és Malackéhoz
is 3-féle utvonalon mehet, igy Robert Gidahoz dsszesen 3 + 3 = 6-féleképpen
juthat a lakasatol Micimacko.

Megjegyzés:

Minden alloméshoz beirhatjuk az odaju-
tas lehet6ségeinek a szamat. A fels sor
¢és a bal oldali oszlop alloméasaiba 1-1
uton juthatunk. Egy-egy 1ijabb allomast
fentr6l és balrol érhetiink el, ezért itt a
lehetdségek szama a két el6z6 allomas-
hoz irt szam Osszege lesz. Példaul Mici-
macké Fiilesig Kangan (1 lehet6ség) és
Bagolyon (2 lehetdség) keresztiil 1 +2 =
= 3-féleképpen juthat el. (4.9. dbra)

4.9 dbra

Esetek szétvdalasztdsa
A problémamegoldas fontos, de sokszor nem konnyi 1épése a probléma részekre
bontasa és az igy egyszeriibbé valt részek megoldasa kiilén-kiilon.

4, példa

Hany haromjegyi paros szamot alkothatunk a 0; 1; 2; 4 szamkartyék felhasz-
nalasaval?
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Megoldas

Valasszuk szét az eseteket aszerint, hogy a 0 az egyes helyi értékre kertil
vagy nem.

1. eset: Ha a 0 az egyes helyi értékre keriil.

A 0-ra végz6d6 haromjegyl szamok: 120; 140; 210; 240; 410; 420.

2. eset: Ha az egyes helyi értékre a 2-es vagy a 4-es szamkartya keriil.

A 2-re végz6d6 haromjegyili szamok: 102; 142; 402; 412.

A 4-re végzO8d6 haromjegyli szamok: 104; 124; 204; 214.

Osszesen 6 + 4 + 4 = 14 megfeleld haromjegyii szam lehet.

Megjegyzések:

— A feladatban konkrét szamkartyak szerepelnek. Ez azt is jelenti, hogy a
haromjegyti szamokban nem fordulhat el8 két azonos szamjegy.

— A szamok rendszeres felsorolasat altalaban megkdnnyiti, ha a szamje-
gyek ndvekvo sorrendjében vessziik sorra az eseteket, a fenti példaban:
120; 140, 210, 240, 410, 420.

— A példa kiilsnb6z6 elemek kivalasztasat kivanta sorrendben, ismétlo-
dés nélkiil egy korlatozo feltétellel.

Kolesondsen egyértelmit megfeleltetés

5. példa
Peti akvariumaban 3 hal lakik, Pinty, Punty és Panty. Peti belemeriti a hal-
fogo haldjat az akvariumba, és kiemeli. Hanyféle eredménye lehet a hala-
szatnak?

Megoldas (1)

Esetszétvalasztast végziink: A lehetéségeket felsoroljuk a kihalaszott halak
szama szerinti rendszerben, igy 3 esetet killonbdztetiink meg;:

0 hal: 1 lehetoség

1 hal: 3-féleképpen valaszthatd ki ez a hal (Pinty, Punty, Panty): 3 lehe-
t0ség.

2 hal: 3-féleképpen vélaszthat6 ki az akvariumban maradé hal (Pinty maradt,
akkor Puntyot és Pantyot hiizta ki; Panty maradt, akkor Pintyet és Puntyot
hizta ki; Punty maradt, akkor Pintyet és Pantyot hiizta ki): 3 lehetdség.

3 hal: mindegyik halat kihtizta: 1 lehetdség.

Osszesen: 1 +3 + 3 + 1 = 8 lehetéség.
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Megoldas (1)

A gyerekek szdmara a hasonlé feladatok megoldasa konnyebb, ha az embe-
rekhez neveket rendeliink hozza. Legyenek: Kati, Jutka, Laci, Misi. A koc-
cintisokat a gyerekekkel jatsszuk el, kézben szamoljuk a koccintasokat (ek-
kor természetesen az aktualis nevekkel dolgozunk). A tevékenység kozben a
gyerekek megtalaljak az Gsszeszamlalasnak a rendszerét.

Megoldas (2) : Kati |—] Jutka |
Arajzon a koccintasokat egy-egy szakasszal jeloljiik.
Behtizva az 6sszes lehetséges szakaszt, kapjuk, hogy

a 4 ember kozott 6 koccintds tortént (4. 10 dbra): e M
4.10. dbra

Megoldas (3)

A koccintasok lejatszasaval a rekurziv megoldas természetesen adodik:

Elészor Kati koccint Jutkaval: 2 ember 1 koccintas

Utana Laci koccint Katival

¢és Jutkaval: a 3. ember az el6z6ekkel + 2 koccintés

Végiil Misi koccint Lacival,
Katival és Jutkaval. a 4. ember az el6zdekkel + 3 koccintas
Osszesen 1 + 2 + 3 = 6 koccintds.

A rekurzi6 itt azt jelenti, hogy egy Gjabb ember koccintasakor megszamol-
juk, hogy az el6z6 koccintasokhoz hany 4j koccintas jon hozza.

4.1.5. Példak kiilonbozd kombinatorikai struktiurdkra

A struktirak felismerése és a feladatoknak ezek alapjan valéd megoldasa
csak a kozépiskolas tanuloktol varhaté el. Az egyes strukturaknak megfeleld
egyszerli problémakkal azonban mar az als6 tagozatos tanulok is talalkoz-
nak. Fontosnak tartjuk azt, hogy a tanit6 tisztaban legyen az adott probléma
kombinatorikai strukturajaval, és tudatosan valogasson a kiillonbozo tipusu
feladatok koziil.

Sorba rendezések ismétlédés nélkiil (ismétlés nélkiili permutaciok)
1. példa
a) Az 1; 2; 3 szamkartyakbdl hanyféle hiromjegy(i szamot Iehet sszerakni?

b) Az 1, 2; 3; 4 szamkartyakbdl hanyféle 4-gyel kezd6dd négyjegyli szamot
rakhatunk &ssze?
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Megoldas (2)

A feladat atfogalmazasa: mindegyik halat vagy kihalassza, vagy nem, ez
minden hal esetén 2 lehetéség. Minden halhoz irjunk + jelet, ha kihalassza
Peti, és — jelet, ha nem halassza ki.

Soroljuk fel rendszerben az dsszes lehetdséget:

Pinty - - - - + + + +
Punty —~ - + + - - + +
Panty - + - + - + - +

Koélesondsen egyértelml megfeleltetés van a halaszat lehetséges eredmé-
nyei és a 3 jel lehetséges sorozatai kozott, ahol mindegyik jel lehet akar -+,
akar — jel.

Megjegyzés:
A példa jol mutatja, hogy egy problémat tbbféle mddon is megoldhatunk,
erre a kombinatorikai feladatok jo lehetoségeket adnak.

Komplementer halmaz elemszimanak meghatarozasa
Gyakran egyszerlibb a rossz esetek sszeszamlalasa és kivonasa az Ssszes
eset szamabol.

6. példa
Egy piros és egy z6ld dobdkockaval dobunk. Hanyféleképpen lesz a dobott
szamok szorzata paros?

Megoldas

A ,rossz” esetek azok, amikor a szorzat paratlan, ez akkor kovetkezik be,
ha mindkét dobott szam paratlan: 3 - 3 =9 lehet6ség. Két kockaval 8sszesen
6 - 6 = 36-félét dobhatunk, igy a szorzat 36 — 9 =27 esetben péros.

Rekurzio
A lehetdségek Osszeszamlalasat kisebb elemszammal kezdjiik, és ezt fel-
hasznalva 1épiink a kdvetkezore.

7. példa

Egy 4 {6s tarsasag sziiletésnapot tinnepel, mindenki koccint mindenkivel.
Hany koccintas tortént?
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¢) Az 1; 2; 3; 4 szamkartyakbol hanyféle négyjegyli szimot rakhatunk 6ssze?
d) Hanyféleképpen rakhatjuk le az 1; 2; 3; 4 szamkartyakat ugy, hogy pontosan
3 szamkartya balr6l annyiadik helyen all, amelyik szam 4ll a kartyan?

Megoldas

a) Haromjegyl szamot kell dsszeallitani 3 szamkartyabol,
igy minden szdmkartyat fel kell hasznalni, és a szamkar-
tyak kiilonbozd sorrendje kiillonbdzd szamot ad.
A lehetOségeket graffal dbrazolva lathatd, hogy
Osszesen 6 db haromjegyt szam alkothaté. (4.11. dbra)

= &3
ol
EEEE)

b) Most is abrazolhatnank a lehetéségeket graffal, de az a)
feladat eredményét figyelembe véve adodik, hogy ha az
ezres helyi értékre letessziik a 4-es szamkartyat, ezutin
az 1; 2; 3 szamkartyakat 6-féle sorrendben rakhatjuk le, 411 dbra
igy a lehetdségek szama 6.

Ez a kérdés elokésziti az attérést a 4 kiilonbozd szamkartya
esetére, ¢s sugallja az egy kartya rogzitésének stratégiajat.

6

¢) Mivel az ezres helyi értékre 4-féleképpen valaszthatunk szamkartyat,
minden vélasztas utdn a megmaradt 3 szamkartyat 6-féle sorrendben rak-
hatjuk le, igy a lehetéségek szama: 4 - 6 = 24.

d) A példa megértéschez feltétlen sziikséges a kartyak konkrét kirakasa. Példaul
az 1; 4; 3; 2 sorrend esetén pontosan két kartya, az 1-es és a 3-as van a helyén.
Jatsszuk el a problémat a kartyakkal! Keverjiik meg a szamkartyakat, rakjuk
sorba, és szamoljuk meg, hany van a helyén. Végezziink 10 kisérletet, elétte
tippeljiik meg, hogy a 10 koziil hanyszor lesz 0; 1; 2; 3; 4 Kartya a helyén.
A tevékenység soran felfedeztetjiik, hogy nem lehetséges, hogy pontosan ha-
rom kartya alljon a helyén: ha harom a helyén van, akkor a negyedik kartya és
az 6 helye marad ki, tehat a negyediknek is a helyére kell keriilnie.

Megjegyzés:

A szamok Osszedllitasa szamkartydkbol hozzajarul a szamok helyi értékes
irasmodjanak megértéséhez (lasd 1.1.5. fejezet).
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Sorba rendezés ismétlodéssel (ismétléses permuticio)

2. példa
Hanyféle sorrendben irhatok le a kdvetkezd nevek betiii?
PALI; LALL LILL

Megoldas

A lehetdségeket mindegyik név esetében soroljuk fel rendszerben (tablazat-
ban vagy graffal). A felsorolasokat megvizsgalva Gsszefliggéseket kereshe-
tiink a kiilénbozo esetek kdzott.

— A PALI névben 4 kiilonbdz6 betl van, ezeket 24-féleképpen rakhatjuk
sorba.

— A PALI névnél az esetek felében a P megel6zi az L betiit, a masik fe-
lében az L betii elézi meg a P betiit. A LALI-nal a P helyett is L betii
lett, igy a korabbi P és L egyforma lett, a P és L sorrendje nem szamit,
ezért a LALI betlit feleannyi, azaz 12-féle sorrendben irhatjuk, mint a
PALI betiiit.

— Hasonléan a LALI kiilénbdz6 sorrendjeinek felében az A megel6zi az
I-t, a masik felében az [ el6zi meg az A-t. A LILI névben az A beti he-
lyett is I betli van, egyformak lettek, az A és az I sorrendje nem szamit,
ezért a LIL] betliit feleannyi, azaz 6-féle sorrendben irhatjuk, mint a
LALI betiit.

Megjegyzés:
Hasonl6 feladatokat magyardran is megoldhatunk szavak, betiik sorba ren-
dezésére.

A ,kerek asztal” tipust feladatok jellegzetessége, hogy a forgatassal egy-
masba atvihetd esetek nem kiilénboznek.

3. példa
Hanyféleképpen iilhet le egy kerek asztal koré
a) 3 gyerek: Kati, Jutka, Misi?
b) 4 gyerck: Kati, Jutka, Misi és Laci?
Két eset kiilénboz6, ha van olyan gyerek, akinek mas a bal vagy a jobb oldali
szomszédja.
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Megoldas
a) Rajzoljuk le a kiilénbozo eseteket! (4.12.a dbra)
Hérom gyerek esetén 2 lehetdség van.

4.12.a dbra

o,

b) Négy gyerek esetén 6 lehetdség van. (4.12.b dbra)
A példat el6szor felfiizott betlis gyongyok-
kel jatsszuk el! Ekozben felfedezhetik, hogy
egy elem helyének rogzitése segit a meg-
kiilonboztetésben. 4 elem esetén rogzitsiik

]

lgﬁ
=]
=]

£ | = S
]

=[]

egy elem helyét. A maradék 3 elemet 6-féle

sorrendben rakhatjuk a korivre (az els6 elem @ M ]
rogzitésével ,,szétvagtuk a kérvonalat” egye-

nes vonalla). 4.12.b dbra

Megjegyzés:

Ha szines gydngy6kbol nyaklancot fliziink és 6sszekatjiik a két végét, akkor
ugyancsak ,kerek asztal” tipustl sorba rendezéshez jutunk. Ha mindegyik
gyongy kiilonboz6 szinii, akkor ismétlédés nélkiili, ha nem, akkor ismétléses
esetr6l van szo.

Kivalasztas sorrendben, ismétlés nélkiil (ismétlés nélkiili varidcio)

4. példa
Az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamkartyakbdl hanyféle kétjegyli szamot lehet kirakni?

Megoldas

Rendezziik tablazatba a lehetdségeket!

A tablazat bal oldali oszlopa a tizes helyi értéken levé szamkartyat, a felso
sora az egyes helyi értéken levd szamkartyat jeloli:

1 2 3 4 5 6

1 12 | 13 14 15 16 A tablazatrol leolvashato
2 21 23 | 24 | 25 | 26 a lehet6ségek szama:

3 31 | 32 34 | 35 | 36 6-6—-6=30.

4 41 | 42 | 43 45 | 46

5 51 | 52 | 53 | 54 56

6 61 | 62 | 63 | 64 | 65
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5. példa

Hat gyerek kozott kisorsolunk két ajandékot, egy konyvet és egy tarsasjaté-
kot. Hanyféle eredménye lehet a sorsolasnak, ha egy gyerek legfeljebb egy
ajandékot nyerhet?

Megoldas

Jatsszuk el néhanyszor a helyzetet! A sorsolashoz a gyerckek nevét egy ka-
lapba tessziik. E16szor a kdnyv nyertesének nevét huzzuk ki, ezt 6-féleképpen
tehetjitk meg. Az els6 nyertes nevét nem tessziik vissza a kalapba, igy ott mar
csak 5 név marad, kéziiliik hiizzuk ki a tarsasjaték nyertesének nevét. Barkit
haztunk elsére, méasodikra 5-féle nevet huzhatunk, igy a sorsolas eredménye
6 - 5 =30-féle lehet.

A lehetOségeket tablazatba rendezhetjiik az el6z6 példahoz hasonldan, vagy
graffal is abrazolhatjuk.

Kivalasztas sorrendben, ismétléssel (ismétléses variacio)

6. példa

Két dobdkockaval dobunk egy kétjegyli szamot. A piros kockaval dobott
szamjegy keriil a tizes, a zolddel dobott az egyes helyi értékre. Hanyféle
kétjegyli szamot kaphatunk?

Megoldas

Rendezziik tablazatba a lehetdségeket!

A tablazat bal oldali oszlopa a tizes helyi értéken levd szamkartyat, a felsé
sora az egyes helyi értéken levé szamkartyat jeloli:

1 2 3 4 5 6
11 | 12 [ 13| 14 [ 15 | 16
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66

A || B[ WD -

A tablazatrdl leolvashaté a lehetéségek szama: 6 - 6 = 36. Ezek kozott a két-
jegyll szamok kozott lehetnek tehat olyanok is, amelyeknek két szdmjegye
azonos, azaz a szamjegyek ismétlédhetnek.
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7. példa

Hat gyerek kozott kisorsolunk két ajandékot, egy konyvet és egy tarsasjaté-
kot. Hanyféle eredménye lehet a sorsolasnak, ha egy gyerek tobb ajandékot
is nyerhet?

Megoldas

Jatsszuk el a helyzetet! A sorsolashoz a gyerekek nevét egy kalapba tessziik.
Elészor a kdnyv nyertesének nevét hiizzuk ki, ezt 6-féleképpen tehetjiik meg.
Az elsd nyertes nevét visszatessziik a kalapba, igy ott Gjra 6 név lesz, koziilik
huzzuk ki a tarsasjaték nyertesének nevét. Barkit huztunk elsére, mésodikra
6-féle nevet huzhatunk, igy a sorsolas eredménye 6 - 6 = 36-féle lehet.

A lehetdségeket tablazatba rendezhetjiik az el6z6 példahoz hasonléan, vagy
graffal is abrazolhatjuk.

Kivalasztasok a sorrend figyelembevétele nélkiil, ismétlés nélkiil
(ismétlés nélkiili kombinacio)

8. példa

a) Ot gyerek kozott kisorsolunk két kényvutalvanyt, mindegyik 5000 forin-
tos. Hanyféle eredménye lehet a sorsolasnak, ha egy gyerek legfeljebb egy
ajandékot nyerhet?

b) Ot gyerek kozott kisorsolunk harom kényvutalvanyt, mindegyik 5000 fo-
rintos. Hanyféle eredménye lehet a sorsolasnak, ha egy gyerek legfeljebb
egy ajandékot nyerhet?

Megoldas

A sorsolasokat az elébbiekhez hasonléan néhanyszor eljatsszuk, a kihuzott
neveket nem tessziik vissza, mert senki nem nyerhet egynél tobbet. Ezt ko-
vetden rendszerbe foglalva felsoroljuk az 6sszes lehetoséget. Ezek szama
mindkét esetben 10.

Megjegyzés:

Szamolas nélkiil is megindokolhatjuk az egyenloséget: amikor 2 gyereket
kivalasztunk a konyvutalvanyokra, egyuttal a 3 ki nem valasztott gyereket is
meghatarozzuk. Ebbél latszik, hogy mindegy, hogy a kdnyvutalvanyt kapd
2 gyereket vagy a konyvutalvanyt nem kapd 3 gyereket valasztjuk ki.
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Kivalasztasok a sorrend figyelembevétele nélkiil, ismétléssel
(ismétléses kombinacio)

9. példa

Négy gyerek kozott kisorsolunk harom konyvutalvanyt, mindegyik 5000 fo-
rintos. Hanyféle eredménye lehet a sorsolasnak, ha egy gyerek tobb ajandé-
kot is nyerhet?

Megoldas

Soroljuk fel az eseteket tgy, hogy a gyerekeknek neveket adunk (Kati, Jutka,
Laci, Misi), és a kezddbetiikkel jeloljiik Oket!

Valasszuk szét az eseteket!

Mindegyik kdnyvutalvanyt egy gyerek nyeri: KKK; JJJ; LLL; MMM.

Egy gyerek kettot nyer: KKIJ; KKL; KKM;

JIK; JIL; JIM;

LLK; LLJ; LLM;

MMK; MMJ; MML.
Mindet mas gyerek nyeri: KJL; KIM; KLM; JLM.
{gy a lehetdségek szama: 20.

4.1.6. Grdfok

Az Gsszeszamlalasi feladatoknal eddig is gyakran alkalmaztuk a grafokkal
valo abrazolast. A grafokkal kapcsolatban mar az als6 tagozaton is sok érde-
kes problémaval talalkozhatunk.

A graf pontokbdl (nevezhetjiik csticsoknak is) és élekbdl all. A graf élei
lehetnek iranyitottak, akkor iranyitott grafrol beszéliink.

A grafok a pontok kozotti kapesolatokat jelentik (1sd 5.1.1. fejezet). Ezért
az abrazolasnal Iényegtelen, hogy a pontokat 6sszek6td vonalak egyenesek
vagy gorbék, melyik iranyban haladnak, milyen hosszaak.

A vonalak helyzetét illetden azt vizs-
galhatjuk, hogy a graf lerajzolhat6-e a
sikban 0gy, hogy az élek ne metsszék
egymast. Egy nevezetes grafelméleti
probléma a harom haz, harom kit prob-
lémaéja, ahol az dbran lathato harom haz % % %
mindegyikébdl utat kell épiteni mind-
egyik kuthoz ugy, hogy ne legyen két 1t, 4.13. dbra
amelyek metszik egymast. (4.13. dbra)

eE) ToPE) TBPRE
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Belathatd, hogy nem lehet a feltételeknek megfelels utakat épiteni.

A gyerekek hasonld problémaval talalkoznak a csirkebél- (bolha-) jaték-
ban, amikor két jatékos egymas utani szimokat kot dssze felvaltva a sajat szi-
nesével Gigy, hogy ne metssze a masik jatékos vonalat. Ia kénytelen ezt tenni,
akkor ott egy gomboc keletkezik, és az nyer, akinek kevesebb gombdca van.

Az irdnyitott grafok alkalmasak a relaciok abrazolasara (lasd 5.1.2. fejezet).
A kovetkezd példaban a graf szimmetrikus relaciét abrazol, ekkor nincs
sziikség az élek iranyitasara.

1. példa
Péntek este 6t baratnd koziil tobben beszéltek egymassal telefonon (bar-
mely két lany legfeljebb egyszer beszélt egymassal). Masnap mindenki
elmondta, hogy hany baratndjével beszélt (6tiik koziil). Hany beszélgetés
zajlott az 6t lany kozott péntek este, ha egyszer-
re mindig ketten beszéltek egymassal, és Kati 4,

Jutka 1, Néri 3, Marcsi €s Bori 2-2 baratngjével
beszélt allitasa szerint? o 'm

Megoldas (1)

Abrazoljuk graffal a beszélgetéseket, a pontok a la-
nyokat jelentik, két pont 6ssze van kétve éllel, ha a
pontoknak megfeleld lanyok beszéltek egymassal 4.14. dbra
telefonon. (4.14. dbra)

Kati mindenkivel beszélt, Jutka csak 1 lannyal, aki biztos, hogy Kati. Nori
Katin kiviil még 2 lannyal beszélt, ezek csak Marcsi és Bori lehettek, mert
Jutka nem beszélt veliik. Ezzel Marcsinak és Borinak is megvan a 2-2 be-
szélgetése. Osszesen 6 beszélgetést folytattak az dbra szerint.

Megoldas (2)

Ha &sszeadjuk az egy-egy lany altal folytatott beszélgetések szamat, akkor
4+3+2+2+1=12-t kapunk. Ez épp a kétszerese a beszélgetések szama-
nak, mert minden beszélgetést mind a két résztvevénél szamoltuk. Tehat a
beszélgetések szama: 12 /2 = 6.

Megjegyzés:

Ha 6sszeadjuk a graf egy-egy pontjabdl indulé éleinek szamat (a pontok fok-
szamat), akkor az élek szamanak kétszeresét, tehat paros szamot kapunk.
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2. példa

Rajzoljuk meg az 4brakat a ceruza felemelé- a) b)
se nélkiil ugy, hogy minden vonalon pontosan
egyszer haladunk at! (4.15. dbra) (A vonalak
metszéspontjan tobbszor is atmehetiink.)
Némi probalkozas utan az a) 4brat meg tud- 4.15. dbra

jék rajzolni a gyerekek, a b)-t azonban nem.
Az a) eset megoldasai koéziil minél tobbet mutassunk be, és vetessiik észre,
hogy mindegyik vonal két végpontja a hazikoé bal also és jobb also sarka.
Tobb hasonld abra rajzolasa utan a tanuldk felismerik, hogy amikor a fel-
tételnek megfelelé vonal athalad egy ponton, akkor egy élen bemegy, egy
élen kijon, azaz kett6t hasznal el a pontba futd élekbdl, ezért minden nem
végponthoz paros szamu €lnek kell tartoznia. Ebbél az is kovetkezik, hogy
vagy egyetlen pont sincs az abran, amelyhez paratlan szamu él tartozik, vagy
pontosan két olyan pont van: egyik a kezddpont, masik a végpont.
A b) dbran a négyzet minden csticsahoz 5 él tartozik, ezért nem rajzolhatd
meg egyetlen vonallal a ceruza felemelése nélkiil.

4.2. A statisztika tanitasa

A statisztika és a valdsziniiség tanitasa szorosan Osszefligg. Ezekben a té-
makban a kerettantervek egyike sem hataroz meg magas kdvetelményszintet.
Az alsé tagozaton a statisztikai és valoszinliségi tevékenységek legféképp a
tapasztalatszerzést szolgaljak. Nagyon fontos szerepiik van a természettu-
domanyos gondolkodas megalapozasadban. A didaktikai mddszerek koziil a
megfigyelés, beszélgetés, vita allnak kézéppontban. Munkaformanak pedig
sok esetben célszerli a csoportban térténd tevékenységet valasztani, amely
lehetoséget ad a kisérletek szervezésére és a megbeszélésre.

E témak jo lehetdséget biztositanak a matematika egyéb teriiletén a gya-
korlasra. Ezt késobb a feladatoknal latni fogjuk.

Az els6 két évfolyamon a tantervi kdvetelmények nagyon keveset irnak el6
a statisztika témakorben, ezért a tablazatokon, diagramokon valo tajékozodast
a matematika egy¢b teriileteinek fejlesztési feladataihoz kapcsolhatjuk.

A statisztika témakor bevezetése az also tagozaton tobb célt is szolgal:

— Az adatok gyiijtése, rendezése soran fejlodik a gyerekek rendszerezo-

képessége.

292



— A diagramok olvasasa és készitése a fiiggvényszerii gondolkodas szol-
galataban all.

— A gylijtott vagy készen kapott adatokkal valo becslések, szamitasok a
szamfogalom, a mérés és a szamolas témakorét erositik.

— A kisérletekkel kapott adatok megfigyelése, az események gyakorisa-
ganak megallapitasa eldkésziti a relativ gyakorisag értelmezését, ami
egylttal a valdszintség statisztikus fogalmanak szemléletes alapozasat
is jelenti.

— A témakor a természettudomanyos gondolkodas fontos részét képezi.

— A téma természeténél fogva a matematika és a mindennapok kozotti
szoros kapcsolatot mutatja.

4.2.1. Adatok gyiijtése, rendezése. Diagramkészités

A matematikadran kétféle adatsokasaggal dolgozunk: készen kapott adatok-
kal, illetve gyijtott adatokkal. Adatokat gy(jthetiink mérés, megfigyelés, valo-
szinliségi kisérlet soran.

Adatokhoz hozzafémi manapsag, az internet korszakaban nem nehéz fel-
adat. Miel6tt a gyerekek megtanuljék sajat adataikat feldolgozni, fontos, hogy
mintat lassanak arra, milyen médszerck vannak az adatok feldolgozasara. Pél-
daul az adatok sorba rendezése, tablazat vagy diagram készitése az adatokat at-
tekinthetévé teszi. De még a készen kapott tablazatokban, diagramokban sem
konny(i eligazodni, annak ellenére, hogy ez mindennapjaink szerves része.

Tablazatokkal kapcsolatos feladatok

— Tablazatbol adatok leolvasasa.
— Adatok tablazatba rendezése, tablazat készitése.
— Az adatok kozotti sszefiiggések feltardsa.

Az elsd két évfolyamon igen egyszeril tablazatok adatait dolgozzuk fel.
A tablazatban val¢ eligazodas, a sor és az oszlop fogalmainak megismerése
a sikbeli tajékozodas témakoréhez kotddik (lasd 3.4.2. fejezet). A tablazato-
kat eszkozként hasznéljuk tovabba a nyitott mondatok (lasd 2.2.3. fejezet),
a kombinatorika (lasd 4.1.3. fejezet) és a relaciok—fiiggvények (lasd 5.1.2,
5.2.3. fejezetek) témakorokben.

A 3. évfolyamosoknak szant kovetkez feladatban kizarolagos c€l a tabla-
zatban valo tajékozddas, a busz menetrendjének tanulmanyozasa. Miutan a
menetrendet alaposan tanulmanyoztak, megérthetik annak szerkezetét.
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1. példa

1 Szeged Plaza - Anna-kuat

w’f o o
-.\'“‘b f&f \;fﬂqf’[ﬂ\qﬁ’y,ﬂ‘@fw
©—O0—0—0—0—0—0—10

Indulasi id6pontok Szeged Plaza megallotol

Ora|  Tanitasi munkanap Szombat Vasarnap Iskolasziineti munkanap|
3
07274757 07274757 07274757 07274757

07 17 27 37 47 57

4
S 0717 27 37 47 57
6 |07 152230374552

7

8

071727374757
071727374757
07152230374552
0007 1522 3037 4552
0007 1522 3037 4552
0007 1522 30 37 45 52
0007 17 27 37 47 57
071727 37 4757
071727374757
0717 27 37 47 57
071727374757

07 17 27 3747 57
07 17 27374757
07 17 27 374757
07 17 27 37 47 57
07 17 27 37 47 57
07 17 27 37 47 57
07 17 27 37 47 57
0717 27374757
07 17 27 3747 57
07 17 27 37 47 57
07 17 27 37 47 57
07 17 27 37 47 57

0717 27 374757

07 152230374552
0007 1522 30374552
0007 152230374552
00071522 30374552
0007 1522 3037 4552
0007 1522 30 374552
0007 152230374552
0007152230374552
0007 152230374552
0007 152230374552
0007 152230374552

0005101520 25 30 35 4045 50 55
000510152025 30 35 404550 55
9 [000510152025303540455055
10 |00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
11 {0005 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
12 |00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
13 1000510 15 20 25 30 35 40 45 50 55
14 10005 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
15 {0005 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
16 |00 05 10152025 30 35 40 45 50 55

17 {0007 152230374552 071727374757 071727 374757 0007 152230374552
18 |0007 1522 3037 4552 071727374757 071727374757 0007 152230374552
19 |00 07 17 27 37 47 57 071727374757 071727374757 |0007 1727374757

20 |07 17 27 37 47 57
21 |07 17 27 37 47 57 0717 27 37 47 57 07 1727 37 4757 071727374757
22 |07 27 47 072747 07 27 47 07 27 47

23 |07 27 0727 0727 0727

4.16. dbra

071727374757 07 172737 4757 071727 3747 57

a) Hany buszt inditanak szombaton 2 és 3 6ra k6zo6tt?

b) Milyen napon van a legkevesebb jarat?

¢) Miben kiilonbozik a hétk6znapi menetrend a hétvégitol?

d) A nap mely szakaszaban jarnak gyakrabban a buszok hétkéznap? Mit gon-
dolsz, miért?

e) A nap mely szakaszaban jarnak gyakrabban a buszok szombaton? Mit
gondolsz, miért?

Jf) Vasarnap délelott hany percenként jar a busz?

A tablazatban rejlé Gsszefiiggések feltarasat, a tablazatkészités tanitasat
segiti a kovetkez6 példa.

2. példa

Az iskolai focibajnoksag lezajlott. Ebben a tablazatban Gsszesitették az ered-
ményeket. A tablazat egy mezoje a sornak és oszlopnak megfeleld csapatok
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meccsének eredményét tartalmazza gy, hogy eldl a sornak, utdna az osz-
lopnak megfelelé csapat géljait irtuk. (Példaul a 3. b — 3. d rangadét a 3. b
osztaly nyerte 3—2-re.)

A nyert meccsekért 2 pont, dontetlenért 1 pont jart.

3.a 3.b 3.¢c 3.d
3.a 0-1 2-1 2-4
3.b 1-0 3-3 3-2
d.c 1-2 3-3 2-2
3.d 4-2 2-3 2-2

a) Ki nyerte a bajnoksagot?

b) Mi volt a 3. b — 3. ¢ mérk6zésének eredménye?

¢) Melyik mérkbzésen volt a legtobb gol? Hol volt a legkevesebb gol?

d) Melyik csapat rigta a legt6bb golt?

e) A tablazat alapjan készitsiink egy masik tablazatot, amelyben osztalyon-
ként a bajnoksagban ragott golok, a kapott gélok szamat és a pontszadmot
tiintetjiik fel!

A kovetkezd feladat a tablazaton val6 tajékozodas mellett a logikus gon-
dolkodast is segiti.

3. példa
A negyedikesek bajnoksaga is lezajlott, azonban a tablazatukat hidnyosan
toltotték ki. Egészitsd ki!

4, a 4. b 4.c 4.d ragott kapott pont-
gélok golok szam
4.a 1-2 0-1 3 7
4.b 3-3 3
4. ¢
4.d 5-3 4 5

Diagramokkal kapcsolatos feladatok

A diagramok értelmezése és készitése mas jellegii feladatot ad tanitvanyaink-
nak. Célszerti elszor gytijtétt adatokkal, targyi tevékenységgel dolgozni. Az
osztalyban végezhetnek megfigyeléseket a tanulok az oket érdekld témakrol.
Célszerii megbesz€lni, hogy mire kivancsiak.
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Oszlopdiagram készitése tdrgyi tevékenységgel

4. példa
Adatokat gyfjtiink arrdl, hogy ki milyen folyadékot ivott reggelire. Minden-
ki kap egy legokockat, és a megfelelé oszlopba rakja. Az oszlopok magassa-
ga mutatja az egyes italokat fogyasztok szamat. (4.17. dbra)

a) Melyik italféleséget fogyasztottak a legtébben?

b) Hanyan nem ittak reggel semmit?

¢) Mennyi az osztalylétszam?

(= ﬁjﬂ
SSIEs

tea kaké  tejeskavé  tej viz  gyimolcslé semmi

4.17. abra

Megjegyzések:

— A fenti minta elemei nem szamok, hanem szavak (tea, kakad, tejeskavé,
tej, viz, gyiimoleslé, semmi). Az ilyen, nem szamszerti adatokat a sta-
tisztikaban kvalitativ adatoknak nevezik.

~ Az a)-b) kérdések egy-egy elem gyakorisagara vonatkoznak, a ¢) kér-
dés pedig a minta elemszamara. A minta leggyakoribb elemét a statisz-
tikaban a minta mdoduszanak nevezik.

— Mar az 1. évfolyamon megprobalkozhatunk harom oszlop 6sszehasonlita-
saval. Az oszlopok szamat fokozatosan ndveljiik az egyes évfolyamokon.

Természetesen sziikség van arra is, hogy kvantitativ, azaz szamszerti ada-
tokat is feldolgozzanak a tanuldk.

Magyarazé példa

Mesejatékhoz fejdiszt készitlink, ehhez mindenkinek ki kell vagni egy papircsikot
fejpantnak. Készitstink diagramot a gyerekek fejkorfogatarol ugy, hogy egymas
mellé rakjuk a papircsikokat. A lanyok és fitk szine kiilonb6zo. (4. 18. dbra)
(Vegylik észre a szoros kapcsolatot a mérés témakdrével.)
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A gyerekek a csikokra irjak ra a neviiket és azt, hogy hany centimétert
mértek! Ilyen mddon egy-egy papircsik minden informaciot tartalmaz.

Ezutan a gyerekekkel kozosen gondoljuk végig, hogy milyen mddon jel-
lemezhetjiik az osztaly tanuldinak fejkorfogatat.

Ehhez persze az adathalmaz esetében jogosan meriil fel az igény, hogy
allitsuk sorba hossziisag szerint a csikokat. (4.19. dbra)

ITTHO W

4.18. dbra 4.19. dbra

Az adatok jellemzése soran felmeriilhet, hogy a k6zépsé adattal adjuk
meg az osztaly tanuldira jellemz6 atlagos fejkérfogatot. Mivel most a minta
17 elemii, ez a 9. elemet jelenti.

A sorba rendezett adathalmaz lehetdséget nyujt arra is, hogy kdnnyen
megallapitsuk a legnagyobb ¢s a legkisebb elem kozotti eltérést (terjedelem).
Példankban ez az érték az 1. és a 17. papircsik hossza kozotti kiilonbség.

Megjegyzés:

A statisztikaban az adatok medianjanak nevezziik paratlan szamu adat esetén
a sorba rendezett adatok koziil a k6zéps6t, paros szamu adat esetén pedig a
két kozépso atlagat (szdmtani kdzepét).

Oszlopdiagram leolvasdsa
Az alabbi oszlopdiagram leolvasasa a 4. évfolyamon javasolt.

5. példa
A diagram 6t nap éjszakai s nappali homérsékleti adatait abrazolja (4.20.
abra):

a) Készitsiink id6jaras-jelentést a diagram alapjan!

b) Melyik napon volt a nappali hémérséklet a legmagasabb?

¢) Melyik napon volt a legnagyobb a kiilonbség a nappali és az éjszakai
hémérséklet kozott?

d) Melyik napon nem volt 25 °C-nal melegebb?
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e) Mennyi volt a legalacsonyabb ¢és a legmagasabb nappali hdmérséklet
kozott a kiilonbség?

M éjszakai [ nappali

40

35

30

]

Hémérséklet Celsius-fokban

] I I |
hétfé kedd szerda  csitortok  péntek

Napok
4.20. abra

A statisztika és a logikai gondolkodas kapcsolatat mutatja a kovetkezo fel-
adat. A 3—4. évfolyamon javasolt a diagramban rejlé sszefliggés feltarasa.

6. példa
A diagram hat 3. évfolyamos gyerek magassagat mutatja centiméterekben
mérve. (4.21. abra)
— Kati magassaga 134 cm.
— Tamés magasabb, mint Béla.
— A 142 cm magas Judit csak 2 cm-rel alacsonyabb Pistinél.
— Zsuzsi 130 cm-nél alacsonyabb.
frd a gyerekek nevét az oszlopok ala!

160
140
1204
100
80
60 |
40
20
0-

4.21. dbra
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Oszlopdiagram készitése, striguldzds, gyakorisdg

Az 1. évfolyamtol kezdddo, targyi tevékenységekhez kotddd diagramkeé-
szitést késobb felvaltjak a papiron késziilé diagramok. Ezeket barmely tan-
targyhoz lehet kapcsolni. A kdvetkezd példa a magyar irodalommal mutat
szoros tantargyi koncentraciot.

7. példa

Soroljuk fel, hogy a kévetkezd versszakban a szavak hany hangbdl allnak!
(A dupla betii egy hangnak szamit.)

Az egyes szavakat sorban olvasva a megfeleld sz6hosszhoz hizzunk egy
vonast (strigulat), majd a vonasokat szamoljuk Ossze!

Itt van az 6sz, itt van ujra,

S szép, mint mindig, énnekem,

Tudja isten, hogy mi okbol

Szeretem? de szeretem.

(Petdfi Sandor: Itt van az Osz, itt van ujra — részlet)

a) Melyik a leggyakrabban elofordul6 széhossz?
b) A széhosszakhoz tartozd szavak szamat abrazoljuk oszlopdiagramon!

Megoldas
Szbhossz | Striguldk | Szavak szama
| | 1
2 111 4
3 T 6
4 | 2
5 |11 4
6 0
7 |1 3

a) A leggyakrabban el6forduld szohossz a 3, azaz a 3 hangbdl all6 szavakbol
van a legttbb a versben, Osszesen 6 db.
b) (4.22. dbra)
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Szavak szama

1 hang 2 hang ' 3 hang 4 hang 5 hang 6 hang ' 7 hang

4.22. dbra
Megjegyzések:
— Az egyes szohosszak eléfordulasanak szama a széhosszak gyakori-
saga.

A diagram jol mutatja a leggyakoribb adatot, ez a szavak hosszanak
modusza, azaz 3 betiis sz6bdl van a legtobb.

— Als6 tagozaton az adatok relativ gyakorisagat, ami a gyakorisag és az
adatok szamanak hanyadosa, nem tanitjuk. Ennek megfelel6en a kor- és
a szalagdiagram sem tananyag.

— Avversben az ujra szot Pet6fi rovid u-val irta. Ez alkalmat ad arra, hogy
a helyesiras valtozasairdl beszélgessiink. Amennyiben nem kivanunk
ilyen szoros tantargyi koncentraciét megvaldsitani, valaszthatunk mas
versrészletet az elemzéshez.

Vonaldiagram leolvasdsa

8. példa
A grafikon azt mutatja, hogy egy héten keresztiil hany latogatdja volt a mi-
zeumnak. (4.23. dbra)
Olvasd le, hogy
a) szerdan hanyan nézték meg a kiallitast?
b) melyik napon érkezett a legtobb latogato?
¢) mikor volt zirva a mizeum?
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4.23. dbra
Megjegyzések:

— A vonaldiagram (grafikon) készitésével és leolvasasaval a relaciok
(fuggvénykapcsolatok) tanitasa soran is talalkozunk (lasd 5.1.2. fejezet).

— A vonaldiagramokkal valo ismerkedés el6késziti a koordinata-rend-
szerben valo tajékozodast is.

4.2.2. Az atlag kiszamitdsa

A median és a modusz tapasztalati el6készitését kovetben a szamok szamtani
kozepének kiszamitasa kovetkezik. A tanterv a 3. évfolyamon 2 adat, a 4. év-
folyamon ,,néhany” adat szamtani kozepét kéri. A statisztikai mutatdk koziil
a szamtani kozép kiszamitasa alapvetd fontossagu.

Megjegyzés:

Tobbféle atlagérték-meghatarozasi mod is lehetséges, de a kéznyelv | at-
lag”-on altalaban a szamtani kozepet érti. Példaul szamolhatunk éatlagot a
fejkorfogatokbol, a hdmérsékletekbdl, a szohossziisagokbol.

A szamtani k6z€p az adathalmaz nagyon fontos jellemzdje, nevezetesen
olyan mutato, melyet ha kicseréliink egy adathalmaz dsszes elemével, akkor az
clemek Osszege valtozatlan marad. Célszerii ezen 6sszefiiggésbél kiindulni és
csak ezt kdvetden megmutatni az atlag hagyomanyos kiszamitasi moédjat.
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Mivel a kiszamitashoz a szamok 0sszegét osztanunk kell az adathalmaz-
ban szerepld szamok szamaval, also tagozaton figyelniink kell arra, hogy az
osztd egyjegyll szam legyen, tovabba hogy az osztds sordn ne keletkezzen
maradék.

1. példa

Vegyenek ki a gyerekek a szinesrud-készletbdl egy-egy z6ld, narancssarga,
sotétkék, bordo, fekete, roézsaszin és fehér rudat!

Allitsuk sorrendbe a rudakat hosszisaguk szerint! (4.24.a dbra)

Valasszuk ki koziiliik a leghosszabbat és a legrévidebbet!

A hosszabbat cseréljilk ki valamennyivel révidebbre, a rovidebbet pedig
ugyanannyival hosszabbra!

Ismételjiik ezt az eljarast addig, mig csupa egyforma szinii rudat nem ka-
punk!

Megoldas
— Valtoztassuk el6szor a fehér rudat két egységgel nagyobbra, mig a z6l-
det kettovel kisebbre. (4.24.b dbra)
— Csokkentsiik az egyik narancssarga rudat két egységgel, mig a rozsa-
szint noveljitk ugyanennyivel. (4.24.c dbra)
(Az eljaras befejezését az olvasora bizzuk.)

Z [NSISK[ B | F R| NSINS|SK| B | F [ R VK] B |NS|SK| B | F | P |VK|

4.24.a abra 4.24.b abra 4.24.c dbra
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2. példa
Adottak a kvetkez6 szamok: 12, 23, 44, 73, 88.
a) Sorozatos cserékkel helyettesitsiik az 6t szamot 6t egyformaval, melyek
Osszege ugyanannyi, mint az eredeti szamok 6sszege!
b) Szamitsuk ki az &t szam atlagat!

Megoldas
a)12,23,44,73, 88 — 42,23, 44,73, 58 — 42,43, 44, 53, 58 — 48, 43,
44, 53, 52 — 48, 48, 44, 48, 52 — 48, 48, 48, 48, 48
b)(12+23+44+73+88):5=240:5=48

Megjegyzések:

— Az 1-2. példdkban az egyes lépésekben végrehajtott cserék azon ala-
pulnak, hogy az 6sszeg valtozatlan marad, ha egyik tagjat noveljiik va-
lamennyivel egy masik tagjat pedig ugyanannyival csokkentjiik.

— Miutan az q) feladatban bemutatott eljaras eredményeként &t azonos
szamot kaptunk, ratérhetiink a 5) feladatban a kiszamitasi méd magya-
razatara: az Ot szam Osszege nem valtozott, az 5-tel vald osztas pedig
most 5 egyenld részre osztast jelent.

— A gyerekeknek feladott atlagszamitasi feladatoknal vigyazzunk az ada-
tokkal, mert az osztas eredményeként ritkan kapunk egész szamot.

4.3. A valosziniiségi szemlélet alapozasa

A valészinliségi szemlélet fejlesztése soran olyan tevékenységeket végziink,
melyek a valdszinliség fogalmanak szemléletes alapozasat adjak. Az alsd
tagozaton a valdsziniliség fogalmanak el6készitése gyakorlati mérésekhez,
kisérletekhez kapcsolddva, hosszh érlelési ido alatt formalddik. Ebben a té-
maban a kovetkeztetések levonasat nem célszerii siirgetni, a tennivalok leg-
inkabb a tapasztalatszerzést célozzdk. A valdszinliségi szemlélet alakitisa
sordn rengeteg kisérletet, vagyis a relativ gyakorisagok mérését végezziik
an€lkiil, hogy ezt meg is neveznénk. Ennek tiikrében alsobb évfolyamokon a
kdznyelvben hasznalt esély, valoszinliség szavakhoz egy nem pontosan de-
finialt jelentés tarsul. A tantervi fejlesztési célok kozott kiemelt jelentéséget
kap az adatok lejegyzésének, megfigyelésének, illetve feldolgozasanak egy-
re tudatosabb volta. Ez lehet6vé teszi a gyakorisagok megfigyelését. Egy ki-
csivel hatarozottabb cél, hogy a gyerekek jol el tudjak kiiloniteni a determi-

303



nisztikus eseményeket a véletlen eseményektdl. Vagyis a biztos, a lehetetlen,
illetve a lehetséges, de nem biztos fogalmaval tisztaban legyenek.

Fontos a helyes szohasznalat. A biztos, lehetetlen vagy lehetséges, de nem
biztos kifejezéseket csak eseményekre hasznaljuk, allitasokra ne! Egy allitas
vagy igaz, vagy hamis, nincs olyan, hogy lehetséges, hogy igaz.

Joval kés6bb kovetkezik az a fokozat, amikor a valdszinliséghez egy sza-
mot rendeliink, a vizsgalt jelenséghez pedig egy azt leirni tudé modellt. Ez
lehet a kiindulépontja a valdszinliség szamitasanak, ami megallapodasok,
sokrétil tevékenység és gondolkodasi miivelet eredménye.

A téma feldolgozasa soradn kisérleteket végziink, amelyek kimenetele vé-
letlenszeril, és sok jatékot jatszunk. Fontos azonban tudnunk, hogy a kisér-
letek és jatékok kimenetelét szamos tényezd befolyasolja. Az adott szitua-
ciéban egyaltalan nincs arra garancia, hogy a valdszinlibb esemény relativ
gyakorisaga nagyobb lesz a kevésbé valdszinli esemény relativ gyakorisaga-
nal. Kiilonosen akkor nem, ha kevés szamu kisérletet végziink. Csak annyit
mondhatunk, hogy minél tobb kisérletet végziink, annal valosziniibb, hogy a
legval6szintlibb esemény relativ gyakorisaga lesz a legnagyobb. Ez a bizony-
talansag a valosziniiségszamitds sajatos tulajdonsaga.

Az eszkdzok alapvetden kétfélek lehetnek:

— Olyanok, melyek biztositjak, hogy az elemi események egyenld valo-
szinliséggel fordulnak el6. Példaul dobokockak, mas szabélyos dobo-
testek, korongok, pénzérmék, szamkartyak, porgettyiik, szines golyok.

— Olyan eszk6z6k, melyeknél az elemi események valoszinlisége nem
egyenld. Példaul szabalytalan dobotestek és porgettylik, céltablak és
mas hétkoznapi eszkdzok.

Alsabb évfolyamokon a valosziniiségi szemlélet alakitasa soran egy sor
olyan problémat vethetiink fel, amely nem kizarolagosan e témakorbe tar-
tozik. Tévedés azt gondolni, hogy amennyiben a tanéra kiemelt célja a va-
16szintliségi szemlélet fejlesztése, akkor egész oran kizardlag dobokockékat
dobalunk, pénzérméket csorgetiink vagy egy zsakbol szines golyodkat hu-
zunk. A tanorakon megvaldsulhat a valdsziniiségi szemlélet fejlesztése tgy
is, hogy olyan problémakat vetiink fel, amelyek a matematika m4s teriileteit
is érintik, vagy éppen azok a hangstlyosak.
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A valosziniiségfogalom alakulasanak 1épései

— Biztos, lehetetlen és lehetséges, de nem biztos események felismerése.
— Esélyek 6sszehasonlitiasa: Melyik a valosziniibb?

Szubjektiv: tippelés
Objektiv: kisérlet
Elméleti megfontolasok

4.3.1. Biztos és lehetetlen

Céljaink kozott kiemelt jelentdsége van a biztos, a lehetetlen és a lehetséges,
de nem biztos események megkiilonboztetésének. Legszerencsésebb, ha a
gyerckek ezeket is jatékszituaciokban élik meg. A kovetkezo, 3. évfolyamos
tevékenységek soran a piros-kék korongokat hasznaljuk.

1. példa
Harom korongot feldobunk egymas utan 10-szer.

a) Minden dobas el6tt tippelj! Lesz legalabb két piros?

Tipp

Dobas

b) Minden dobas elott tippelj! Lesz legalabb két kék?

Tipp

Dobas

¢) Minden dobés elétt tippelj! Lesz legalabb két egyforma szinii?

Tipp

Dobas

d) Minden dobas elott tippelj! Lesz mindkét szin?

Tipp

Dobas

e) Minden dobas elott tippelj! Egyik szinbdl sem |

esz legalabb

kett6?

Tipp

Dobas

305



A kisérletet 5 f0s csoportban lejatszhatjuk ugy is, hogy a tanuldk kapnak
egy-egy kartyat az események leirasaval. Minden dobas utén kap egy pontot
az a jatékos, akinek a kartyéajara irt esemény bekdvetkezett. [gy a gyerekek
megkapjak az események gyakorisagat, és a jaték soran maguk jonnek ra
hogy az ¢) esemény lehetetlen, a ¢) esemény biztos és az a), b), d) lehetséges,
de nem biztos események.

Megjegyzés:

A biztos és lehetetlen események megtalalasat a skatulyaelv segiti: kétféle
szin van, 3 korong, igy kell, hogy legyen legalabb két olyan korong, amelye-
ken azonos szin van.

A hasonl¢ feladatok jatékosan segitik a matematikai szaknyelv elsajatita-
sét: azaz a legaldbb, nincs, van olyan, minden stb. szavak értelmezését.

2. példa

10 koronggal jatsszuk. Szamegyenest rajzolunk egy lapra, és babuval (babszem,
gomb, radir stb.) lépkediink. A korongok feldobasa utan annyit I€piink jobbra,
amennyi piros korong esett az asztalra, és annyit balra, amennyi kék.

Példaul ha 6 pirosat és 4 kéket dobuk, a 0-rdl indulva jobbra Iépiink 6-ot,
balra 4-et (4.25. dbra)

() DR O®
OO OO

0 2 K6
—

Y

4.25. dbra

10 dobas utan tippeljilk meg, hova érkezik a babu legtbbszor a kovetkez6k
koziil!

Az elsé dobas a 0-rdl indul, a masodik onnan, ahova az elsé jutott.
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Miel6tt elkezdddik a jaték, a tanuldk vélasztanak a szamkartyak koziil.
Ha lejatszottak egy jatékot, a tanito feljegyzi a tablara, hogy ki hova jutott.
Példaul: -2,2,2,4,6, ..., 12.

Ha nem figyelnek fel a szamok parossagara, Gjabb kort jatszanak. Az
(jabb kor elétt Gjra valaszthatnak kartyat. Most mar erdsodhet a sejtés, hogy
minden esetben paros szamra érkeziink, s6t minden kozbiilsé 1épés is paros
szamra jut.

Ezutan kezdddhet a magyarazatok keresése. A dobasok soran biztos, hogy
mindig parosokat Iépiink, mert a 10-et egy dobassal vagy két paros, vagy két
paratlan szam dsszegére tudjuk bontani. Ha egy szamhoz paros/paratlan sza-
mot adunk (jobbra 1épés), majd paros/paratlan szamot vesziink el (balra I¢-
pés), az eredmény paros szam lesz. Masképp: Ha egyetlen korong szinét val-
toztatjuk egy adott dobast kvetden, akkor kettdvel valtozik a lépésszam.

Ha tehat paros szamr6l indulunk, akkor lehetetlen paratlan helyre érkezni.

Megjegyzés:
A jaték a negativ szam fogalmanak alakuldsat is segiti, hiszen a jaték soran
atléphetjiik a nullat, akar a pozitiv, akér a negativ iranyba.

4.3.2. Esélyek dsszehasonlitiasa: Melyik a valoszintibb?
Esélylatolgatas: ,,Erzésre” végezziik az esélylatolgatast a kovetkezd példa-
ban.

1. példa
a) A tanulok a fiizetiikbe lerajzoljak egy haromjegyli szdm
szamjegyeinek helyét (4.26. dbra): :Dj

fox p sos ” , . 4.26. db
Jatékszabaly: A jatékvezetd egy szamot huz az 1, 2, ..., 9 S

szamkartyak koziil, a jatékosok a kapott szamot beirjak valamelyik helyre
(utana valtoztatni nem szabad), ezutan djra huz visszatevéssel egyet, és a
masodik szamot is beirjak, majd ugyanigy a harmadikat. Az nyer, aki a leg-
nagyobb szamot tudja eldallitani.

A jatékban a valosziniiségi szemlélet fejlesztése ngy valosul meg, hogy a
tanulok megtapasztaljak, nem az & akaratukon, hanem a véletlenen mulik,
hogy mekkora lesz egy-egy huzott szamjegy. Megfigyelhetik, hogy az el6z-
mények nem befolyasoljak az Gjabb hiizas eredményét. Néhany jaték utan
azonban fontos tapasztalatokra tesznek szert:
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Ha el6szor az 1, 2, 3 szamok valamelyikét hiizzuk, akkor azt az egyesek
helyére érdemes irni. A 7, 8, 9 viszont elég nagy szamok ahhoz, hogy a sza-
zasok helyére irjuk. S6t, ha 9-et haztunk, akkor biztos, hogy nem huzunk
kés6bb nagyobbat stb.

Ennek a jatéknak a hozadéka nem csak a valdsziniiségi fejlesztés. Megta-
pasztalhatjak a tanulok azt is, hogy egy haromjegyii szaim nagysaga az egyes
helyi értékeken 1év6 szamjegyek nagysagatol fiigg.

b) Most a kovetkezd abrat kell lerajzolni (4.27. dbra): | | | | |
+

A jatékszabaly ugyanaz, mint az el6zOben, csak
most hat szamot hiizunk. Az nyer, aki a legnagyobb
Osszeget tudja el6allitani.

4.27. dbra

Itt az el6z6ek mellett tapasztalatot szerezhetnek a tanulok példaul arrdl is,
hogy ha két 6sszeadas csak abban tér el, hogy az egyik tag nagyobb, akkor
az 0sszeg is nagyobb lesz. Tegyiik fel példaul, hogy az egyik gyermek a hu-
zasok utan a 342 + 721 dsszeget allitotta el6, a masik pedig a 432 + 721-et.
Ekkor a szamitas elvégzése nélkiil el tudjak donteni, hogy melyikiik nyert. Itt
ez a tapasztalat természetes modon adddik.

Ez a jaték alkalmas arra is, hogy a kombinatorikus gondolkodast fejlessze, ha
a szabalyt gy modositjuk, hogy elészor kihizzak mind a hat szamot, és utana
kell beirni az 6sszegeket. Ebben az esetben az a gyerek nyer, aki adott id6 alatt
a legtobbféle osszeget tudja elallitani. Mikézben a gyerekek — a kihlizott szam-
Jegyek ismétlodésétol fiiggden — a kiilonbozd dsszegek eldallitdsan faradoznak
(k6zben gyakoroljak a miveletek végzését), az Gsszeadds kommutativitasarol
szerzett ismereteiket is meger6sithetik, valamint 6sszefliiggéseket fedezhetnek
15l az egyes helyi értékeken allo szamok kozott. A nagyon jol gondolkodd gye-
rek a 732 + 546 Osszeadas elvégzése utan nem rabolja az idejét azzal, hogy az
532 4746, 742 + 536 vagy a 736 + 542 dsszeadasokat is elvégezze.

2. példa
Dobjuk fel sokszor a szinesrud-készlet rozsaszin radjat, és figyeljiik meg,
hanyszor esik a kisebb és hanyszor a nagyobb lapjara, azaz hanyszor esik

igy: @ , €s hanyszor igy: @I

4.28.b. dbra
4.28.a. dbra

(Dobjunk fél didhéjjal vagy mdas eszkdzokkel is!)
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Tippelés: El6szor tippeljiik meg, hogy a két kiilonb6z6 méretii lap koziil
melyikre fog esni tobbszor a rézsaszin rad!

Kisérlet: Végezziink el 10 dobast, és szamoljuk 6ssze, ezek kozott melyik
esetbdl van t6bb!

Osszegezziik a tanulok kisérleteinek eredményeit. igy az osztalylétszam-
t6l figgden 200-300 dobas eredményét vizsgalhatjuk meg. Ekkor mar jo
esélyilink van arra, hogy a két kiilonb6z6 kimenet gyakorisagaban eltérést
lassunk, s tapasztaljuk, hogy kevésbé valoszinii az a kimenet, amikor a rad a
négyzet alaku lapjara esik.

Megjegyzés:

A fenti példaban a kiilonbozd méretii lapokra esés valoszinliségét a késdbbiek
soran is csak relativ gyakorisaggal kozelitjiik, a pontos értéket nem tudjuk
szamolni a klasszikus képlet alapjan. Nagyon fontos a késébbi tanulas szem-
pontjabdl, hogy a tanulok taldlkozzanak ilyen eseményekkel is, melyek valo-
szinliségének meghatarozasara a klasszikus modell nem alkalmas.

Egy esemény relativ gyakorisdga a gyakorisag és a kisérletek szamanak
hanyadosa. Ez nem alsé tagozatos tudnivald, de a tanitonak hattértudasként
elengedhetetlen.

Ha a kisérlet véges sok lehetséges kimenetele egyforman valoszinti, akkor
klasszikus valdszintiségi modellrdl beszéliink, és az események valdszinii-

kedvezd lehetdségek szama

ségét kiszamolhatjuk a képlet alapjan. A fenti

osszes lehetdség szama
példaban a kisérletnek 6 lehetséges kimenetele van aszerint, hogy a téglatest
melyik lapjara esik, am ezek (ellentétben a kockadobassal) nem egyforman
valdsziniiek.

Amikor két esemény valdszinliségét szeretnénk Osszehasonlitani, elsd
benyomasunk alapjan gyakran rosszul itéliink. A kisérletek soran szerzett
tapasztalatok megérlelhetnek benniink egy sejtést, melynek a késébbiekben
elméleti Gton is utdnajarhatunk.

Magyarazoé példa

a) Harom piros-kék koronggal fogunk dobni. Nézziik meg, milyen esemé-
nyek kovetkezhetnek be a harom korong feldobésa esetén!

3 piros

— 1 piros, 2 kék

2 piros, 1 kék

3 kék
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Az els6 benyomasunk gyakran az, hogy ez a négyféle esemény egyenld

valoszintséggel fordulhat elo.

b) Végezziink el egy 100 dobasbol all6 kisérletsorozatot erre vonatkozolag!
(Célszerli csoportokban dolgozni, csoportonként 10-20 dobdst végezni,
majd az eredményeket Osszesiteni.)
Elsszor tippeljitk meg, hogy az egyes események 100-bol hanyszor fordulnak
el6, majd a kisérlet soran strigulazassal jegyezziik tdblazatba az adatokat!

Lehetdségek 3 piros 2 piros, 1 kék | 1 piros, 2 kék 3 kék
(PPP) (PPK) (PKK) (KKK)

Tipp

Ennyiszer

fordult el6

¢) Készitsiink oszlopdiagramot a kisérlet eredményérol!
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Az oszlopdiagram elkészitése (itt a gyiijttt adatok abrazolasa is eldkertiil,
azaz statisztikat is tanitunk) utan lathatd, hogy joval tobbszor fordul el az,
hogy PKK vagy PPK oldalra estek a korongok, mint az, hogy PPP vagy
KKK oldalra.

Ezek utan kévetkezhet az okok feltardsa, ami mar elméleti, azaz kombina-
torikai megfontolasokat igényel. Ehhez célszerli megszamozni a korongokat.
Az Osszes eset rendszeres felirasa tablazattal (lasd 4.1.3. fejezet):

1. korong |P P P P K K K K

2. korong |P P K K P P K K
3. korong | P K P K P K P K

A lehetdségek felsorolasakor lathatd, hogy példaul a PPK, a PKP és a KPP
esetek csak a betlik sorrendjében térnek el, vagyis abban, hogy melyik korong-
gal dobtunk kéket. Innen lathatd, hogy a 2 piros, 1 kék és az 1 piros, 2 kék
kimenetelek haromféleképpen is megvalosithatok, mig a 3 piros €s a 3 kék
kimenetelek csak egyféleképpen. Ez magyarazza a feni kisérleti tapasztalatot.

Megjegyzés.

Természetesen elofordulhat, hozzatartozik a véletlenszeriiséghez, hogy a ki-
sérlette] nem tudjuk aldtdmasztani, amit szeretnénk. A tanité az ilyen helyze-
ten nem lepédhet meg, késziiljon ra!

3. példa
Szamozzuk meg a harom korong két oldalat az abran lathaté mdédon, majd
dobjuk fel a korongokat egyszerre. (4.29. dbra) Vizsgaljuk meg az alabbi
eseményeket! Van-e biztos, lehetetlen kozottiik?
Van a dobott korongok kdzétt piros.

a) A szamok szorzata oszthatd 3-mal.

b) A szamok szorzata paratlan.

¢) A dobott szamok k6zott nincs a 2.

d) A dobott szamok szorzata 100-nal kisebb. @ @

e) A dobott szamok &sszege 17.

/) A dobott szamok szorzata oszthatd 4-gyel. 4.29. dbra
g) A dobott korogok koziil legalabb kett6 kék.

A vizsgalatokat végezziik elobb tippeléssel, majd kisérletekkel (legalabb
10 dobast végezziink mindegyik esemény vizsgalatdhoz). Ezek utan beszél-
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gessiink arrol, hogy van-e olyan lehet6ség, amely a kisérlet soran ugyan nem
valosult meg, de akar be is kovetkezhetett volna.

A kérdések elméleti (kombinatorikai) megfontolasok segitségével is meg-
valaszolhaték. Ehhez abbdl kell kiindulni, hogy egy dobasnak Osszesen
8-féle eredménye lehet:

1. korong 2. korong 3. korong
8 3 6
8 3 7
8 9 6
8 9 7
2 3 6
2 3 7
2 9 6
2 9 7

Gyakran el6fordul, hogy két esemény bekovetkezési esélyének szubjektiv
Osszehasonlitdsa, azaz a tippelés olyan eredményre vezet, amelyet (nagy valészi-
niiséggel) sem a kisérlet, sem az elméleti megfontolas nem fog alatimasztani.

A tevékenység végzése kozben a gyerekek tapasztalatot szerezhetnek ar-
rol, hogy van olyan esemény, ami gyakrabban eléfordul, €s van, ami nem.
Az elemi események Osszegyiijtése kombinatorikus meggondolast kivan,
Ezutan azt is megfigyelhetik, hogy van olyan esemény, ami tobbféleképpen
clofordulhat. Klasszikus valoszinliségi mezdben felvetett problémak esetén
altalaban igaz, hogy ami tobbféleképpen el6fordulhat, az gyakrabban el6 is
fordul, de a tényleges kisérlet ezt nem feltétleniil tamasztja ala. Also tagoza-
ton még nem jutunk el addig, hogy kimondjuk: ami tébbféleképpen eldfor-
dulhat, az valdszintibb.

Magyarazé példa
Bokjiink az 1-100 szamtablazatra bekotott szemmel! A bokés elott tippeljiik
meg, hogy a szam felirhato lesz-e két 10-nél nem nagyobb, 1-t6l kiilonb6zo
szam szorzataként!

A gyerekek konnyebben tudnak jatszani, ha kéknek nevezzilk azokat a

szamokat, amelyek felirhatdk, és pirosnak azokat, amelyek nem irhatok fel a
kivant médon. fgy a tippelést korongokkal is végezhetik.
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Ez a jaték példaul a szorzdtablak gyakorlasakor keriilhet el6. Mivel ezt meg-
elozoen hosszl ideig tanultak a szorzdtablakat — 100 esetet kiilon-kiilén —, igen
nagy eséllyel gondolhatjak, hogy t6bb olyan szam van a tdblazatban, ami sze-
repel a kisegyszeregyben, mint ami nem.

Tippelés és (legalabb 10) kisérlet utan nézziik meg, melyik fajta szam for-
dul el6 t6bbszor.

Elméleti megfontolasok:

Hogy szamba tudjuk venni, melyek azok a szamok, amelyek felirhatok két
10-nél nem nagyobb, 1-t61 kiilonb6z6 szam szorzataként, leragasztjuk a kékkel
jelolt mezdket (a tablazatban egy-egy lehetséges szorzatot tiintettiink fel):

1 2 3 AN 5 23 7 2:4(3-3]2-5

11 | 6-2 13 (72 (3-5(4-4] 17 |3:-6 19 |10-2
B 22 23 [ 3:8|5:5| 26 309 TN 29 |55
31 | 4-8 | 33 34 | 7-5(16-6| 37 38 39 [4-10
41 [ 6-7 | 43 4 | 9-5 | 46 47 | 6-8 | 7-7 |5-10
51 52 53 19:6 | 55 [7-8| 57 58 59 |6:10
61 62 | 97 | 88| 65 66 67 68 69 [7-10
71 | 9:8 | 73 74 75 76 77 78 79 |8:-10
9:9| 82 83 84 85 86 87 88 89 (9-10

91 92 93 94 95 96 97 98 99 |10:10

Meglepd lehet, hogy milyen kevés eset szerepel a kisegyszeregyben, tehat
nem tul nagy az esélye, hogy a kivant szamra békiink. Pontosabban: 100-b6l
csak 37 ilyen szam van, ezért kisebb a valdszinlisége, hogy ilyenre bokiink,
mint hogy nem.

A jaték folytathato tigy, hogy a kék szamok most azok legyenek, amelyek
felirhatok két 1-t61 kiilonbozd (akar 10-nél nagyobb) szam szorzataként, és a
pirosak azok, amelyek nem. Most mar a kék szamok bokésének esélye lesz
nagyobb. Pontosabban: a 100 db szam k&z6tt 74 db kék és 26 db piros van.

Als6 tagozaton az események valosziniiségéhez konkrét szamot még nem
tudunk hozzérendelni, de arra lehetdségiink van, hogy a val6sziniiségek k-
zOtti nagysagviszonyokat egy olyan skalan dbrazoljuk, melynek kezdeti érté-
ke a lehetetlen, végso értéke pedig a biztos eseményhez tartozik.

Egy-egy esemény valdszintiségének vizsgalata harom szinten torténhet.
Elészor szubjektiv esélylatolgatast, azaz tippelést végziink. Ezt koveti a ki-
sérlet, amelynek soran azt figyeljiik, hogy a kérdéses esemény hanyszor ko-
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vetkezik be. Végiil — egyszerli kombinatorikai problémak esetében — elméleti
megfontolasokkal timasztjuk ala (vagy cafoljuk meg) a tippelés €s a kisérlet
eredményét. A fenti skala arra is alkalmas tehat, hogy a tippelés, a kisérlet és
a szamitas eredményét egymashoz viszonyitsuk.

Magyarazo példa

Az abréan lathat6 halo alapjan elkészitett két / \ / \
tetraéderrel dobunk egyszerre, és arra kell

tippelni, hogy a tetraéderek aljan talaihato 81 99 5 g
szamok szorzata paros lesz vagy pératlan.

Vagyis a paros szorzat dobasanak esélye a

kérdés. (4.30. dbra) 4.30. abra

Tippelés:

Az els6 benyomasok alapjan, mivel az egyik tetraéderen két paros és két pa-
ratlan szam all, a masikon pedig 3 paratlan egy paros ellenében, igy érezziik,
a szorzat is talan inkabb lehet paratlan, mint paros. A paros dobas esélyét
a legtobben kevesebbre tippelik, mint a paratlan dobasét, és elhelyezik az
alabbi skalan (4.31. dbra):

I . ]
I I
lehetetlen a tippelés biztos
eredménye

4.31. abra

Kisérlet:

Ezutan husz kisérletet végziink, aminek tapasztalatai remélhetoleg mutatjak,
hogy t6bbszor lesz paros a szorzat, mint paratlan. A kisérlet eredményét szin-
tén elhelyezziik a skalan. (4.32. dbra)

f ® @ |
lehetetlen a tippelés a kisérlet biztos
eredménye  eredménye

4.32. dbra

Felvetddik benniink az igény a ,mérés” finomitasara, ami a kisérletek
szamanak novelésével érhetd el. 100 dobas utan Ogy érezhetd, mar kevésbé
lehet véletlen, hogy sokkal tobb lett a paros szorzat, mint a paratlan. Ha sziik-
ségesnek latjuk, valtoztatunk a kisérlet eredményének helyén a skélan.
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Megjegyzés:
A kisérlet eredménye a paros szorzat relativ gyakorisaga.

Mivel a tippelt érték és a kisérleti eredmények kozott feltehetden sok eset-
ben eltérés mutatkozik, felmeriilhet az igény az okok felderitésére.

A két tetraéderrel dobhaté szamokat az alabbi tdblazatba rendezhetjiik.
X-et irtunk abba a mez6be, amelynek megfeleld dobasok szorzata paros.

9 Az esetek 6sszeszamlalasa utan lathatd, hogy 16-
féle egyforman valdszinii dobas lehetséges. Ezek
koziil 10-féleképpen fordulhat el6, hogy a szamok
szorzata paros. A szamolt értéket is elhelyezziik a
skalan, sszehasonlitva a tippelés és a kisérlet ered-
X ményével. (4.33. dbra)

23

33

81
72| X

)
bl Rl Rl R
Rl el KA

szadmolt
érték
f @ @—C {
lehetetlen a tippelés a kisérlet biztos
eredménye  eredménye

4.33. dbra

Fontos megjegyezni, hogy als6 tagozaton nincs, nem is lehet sz6 arrdl,
hogy egy esemény valosziniiségét szammal jellemezziik. Ezért a fenti pél-
daban sem az a feladat, hogy az egységnyi hosszisagu szakaszon pontosan
megkeressiik a relativ gyakorisagot jellemz6 tort €s a 10/16 tort helyét, ha-
nem csupan az, hogy a vizsgalt eseményt a lehetetlen és a biztos események-
hez viszonyitsuk. A tippelé€s, a kisérlet és a szdmolas eredményének 6sszeha-
sonlitasa a valosziniliségi szemlélet fejlesztését szolgalja.

Vigyaznunk kell arra is, hogy mindig tudataban legyiink annak, mikor dol-
gozunk a relativ gyakorisaggal, €s mikor szamolunk elméleti értéket kombi-
natorikai megfontolasok alapjan.
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5. RELACIOK, FUGGVENYEK, SOROZATOK

A relacidk, fiiggvények, sorozatok témakor kapcsan olyan — tapasztalatokra
épitett —ismereteket tanitunk, amelyek a tanulok gondolkodasanak fejlesz-
téséhez feltétleniil sziikségesek. Ezek az ismeretek azért is fontosak, mert
megkonnyitik mas matematikai fogalmak és nem matematikai fogalmak ko-
z6tti kapesolatok megértését, illetve kialakitasat.

Természetesen nem kell a gyerekeknek tudniuk a relacié fogalmanak ma-
tematikai meghatarozasat, tudniuk kell azonban eligazodni adott, konkrét
Osszefliggések kozott, mindezzel segitjitk a gondolkodasi formak alakulasat,
a kapcsolatok attekintésének képességét.

Mas anyagrészekhez kapcesolodva is eldfordul ez a témakor, de mint 6nal-
16 témakorrel kapesolatos munka harom részre tagolhato:

1. modellszerep (relacio, fuggvény, sorozat mint valodi probléma modellje),

2. osszefliggés-felismerd képesség,

3. egyszer(, elemi ismeretek feltarasa.

Erre a harom pontra a késobbi targyalas soran részletesen mutatunk pél-
dakat.

Mas témakor tanitisa, bevezetése, elmélyitése soran (szamfogalom fej-
lesztése, szamolasi készség fejlesztése, geometriai, kombinatorikai megfi-
gyelések gylijtése, mérési tapasztalatok) felhasznaljuk a relacioknal, fiigg-
vényekn¢l tanultakat.

Olyan matematikai fogalmakkal van dolgunk, amelyek nemcsak a ma-
tematika mas teriileteit, hanem a mindennapi életet is atszovik. Ezért a té-
makOr tanitdsa a mindennapokkal vald szoros kapcsolatinak kdszénheten
szinesebbé tehetd példak, tevékenykedések segitségével. Olyan eszkozt je-
lent, amely segit a kapcsolatok feltarasaban és a fogalmi rendszerek kialaki-
tasaban. Igy a megismerés utja nem lehet deduktiv. Olyan helyzeteket kell
teremteni, hogy a gyerekek megértsék, atlassak az életben eléforduld bonyo-
lult kapcsolatokat. Az eljatszas, abrazolas segit mindezekben.

A NAT-ban és a kerettantervekben a fejlesztési célok kozott szerepel:

— Egyszerii, konkrét — targyak, személyek, halmazok, matematikai és
nem matematikai fogalmak kozstti — kapesolatok megismerése, kife-
Jezése tevékenységgel, rajzzal, széban, dsszetartozd parok (hadrmasok)
képzése, felsorolasa.

— Néhany sorozatra jellemz6 tulajdonsag megismerése. Megfigyelések,
elemi ismeretek gyjtése sorozatokrodl, fiiggvényekrol. Példaul a soro-
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zat ndvekedése, csokkenése, a valtozas sebessége; 6sszefliggés leirasa
nyitott mondattal, nyiljelsléssel (a ,kijové érték” valtozasa a ,bemend
érték” valtozasa kdzben).

Az also tagozat végére el kell érni, hogy a tanulé tudjon szavakkal adott

Osszefliggést, kapcsolatot kifejezni kiilonféle modokon:

— Elemek 0Osszekapcsolasaval, szétvalogatassal, sorozatba rendezéssel,
tablazatba rendezéssel. Helyesen, dnalléan tudjon sorozatot, tablazatot
folytatni szavakkal, formulaval (nyiljeld]éssel, nyitott mondattal) adott
szabaly szerint. Ismerjen fel dsszefiiggéseket sorozat adott tagjai, tabla-
zat adott elempérjai, elemharmasai k6zétt, ki tudja ezt fejezni a sorozat,
tablazat kiilonféle folytatasaival, kiegészitésével.

— Legyen képes a talalt altalanos dsszefiiggést megfogalmazni szavakkal,
esetleg nyiljeldléssel, nyitott mondattal; ezeket tudja Gnalldan ellen-
Orizni az adatok behelyettesitésével. Ismerje fel az egyszerl (egy mii-
velettel megadhaté szabalyi) gép megforditasaval nyert gép szabalyat,
két egyszerli gép Osszekapesolasaval nyert gép szabalyat.

Az egyes feladattipusokat az 1. évfolyamtol fokozatosan kell bevezetni.
A 2. évfolyamtol pedig Ujra és ujra elévehetdk példaul a gépek, a szabalyja-
tékok fokozatosan nehezedd példakkal.

Miel6tt a részletes targyalasra ratérnénk, tisztdznunk kell a relacio, fiigg-
vény, sorozat matematikai fogalmak pontos jelentéstartalmat, tudnunk kell,
milyen viszonyban vannak egymassal. A reldcié személyek, targyak, sza-
mok, mennyiségek stb. kozotti kapcsolatot, dsszefiiggést jelent. Az tgyne-
vezett binér relacié megadasakor egy A halmaz bizonyos elemeihez hozza-
rendeljiik egy B halmaz egy vagy t6bb elemét. Binér relaciokat nem csak két
kiilonb6z6 halmaz elemei kozott tudunk megadni, az A és B halmaz meg is
egyezhet.

A relaciot fiiggvénynek (egyvaltozds fliggvénynek) nevezziik, ha az A hal-
maz minden eleméhez egy és csak egy B-beli elemet rendeliink hozza. (Bar-
mely A-beli elem csak egyetlen B-beli elemmel van relaciéban.) Az A hal-
mazt a fliggvény értelmezési tartomanyanak, a B-nek azt a részhalmazat,
melynek elemei a relacioban szerepelnek, a fliggvény értékkészletének ne-
vezzik.

A sorozat olyan specidlis fliggvény, amelynek értelmezési tartoméanyét a
pozitiv természetes szdmok alkotjak, értékkészlete pedig tetszéleges nem
tires halmaz.
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A halmazébra jol szemlélteti a harom fo-
galom viszonyat (5.1. dbra):

A tovabbiakban a harom fogalom (egyut-
tal harom témakor) tanitasaval Osszefiggd
tennivalokat foglaljuk dssze.

5.1. dbra
5.1. Relaciok tanitasa

Az alacsonyabb—magasabb; gyorsabb—lassabb; hosszabb—rovidebb stb. rela-
ciokkal mar az 6vodéban is taldlkoznak a gyerekek. A kiilonb6z6 dolgok kii-
16nbdz6 szempont szerinti dsszehasonlitasakor tett megallapitasok mindegyi-
ke egy-egy relaciot hataroz meg. Példaul a tobb—kevesebb—ugyanannyi vagy
a kisebb-nagyobb—egyenl6 relaciok a szamfogalom kialakitasanal, illetve a
szamok sorba rendezésénél jatszanak nagy szerepet.

A tanuloi tapasztalatok megszerzéséhez nagyban hozzajarulnak a kiilon-
b6z06 eszkdzokkel (palcikak, korongok, testek, képek, szamkartyak, ...) vég-
zett manualis tevékenységek.

Kisgyermekkorban mar jatszanak a gyerekek az
ugynevezett hordoépitd készlettel, amellyel a nagy- @ @@
sag szerinti rendezést gyakorolhatjak. (5.2. dbra) Ez
az Osszerakds jaték a ,,belefér” relacion alapul. Ne-
hézsége abban 4ll, hogy amig a paronkénti dsszehasonlitast kénnyen elvégzik a
gyerekek, addig a mar kialakitott rendet (ijra meg kell bontani, ha javitani kell.

Ugy tudunk egy rel4ciét megadni, hogy koriilhataroljuk, hogy adott dol-
gok koziil mik vannak adott viszonyban egymassal. A koriilhatarolas médja
lehet az egymassal relaciéban 1évé dolgok felsorolasa, 6sszekapcsolasa vagy
egy nyitott mondat, amelynek igazsaghalmaza adja meg a relaciéban 1évd
elemeket az adott alaphalmazon.

A relacids tulajdonsagokra (reflexivitas, szimmetria, tranzitivitas) tudato-
san kell példakat mutatni. Természetesen ezeket a kifejezéseket alsé tagoza-
ton még nem hasznaljuk.

A rendezési relacidkra és az ekvivalenciarelaciokra is adunk példakat, de
magukat a fogalmakat nem vezetjilk be. Rendezgetés kdzben lesznek olyan
targyak, személyek, amelyek vagy akik ugyanolyan magasak, olyanok, akik
egy utcaban laknak, ugyanakkor van a sziiletésnapjuk stb. A halmazokkal kap-
csolatban az ,,ugyanannyi elemiik van”, ,,ugyanannyi van bel6liik”, vagyis az
egyenldség fogalmaval ismerkednek meg a didkok.

5.2, dbra
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A relaciok szemléltetésére a matematikaban nyildiagramot, iranyitott gra-
fot, racsot hasznalunk.
. Az Osszefiiggések felismerésének és rendszerezésének tanitésa a kovetke-
z6 1épcséfokokon halad keresztiil:
— Egyszerli konkrét kapcsolatok megismerése, kifejezése tevékenység-
gel, rajzzal, szdban, az 6sszetartozd elemek felsorolasaval.
- Szavakkal vagy formulaval adott relaciok kifejezése a megfeleld ele-
mek Osszekapcsolasaval. Az elemek 6sszekapesolasa torténhet
» szdbeli felsorolassal,
» tevékenységgel vagy rajzzal,
» nyiljeléléssel (nyildiagramon vagy graffal),
» relaciojelekkel,
» tablazatba rendezéssel,
» grafikonos abrazolassal.
— Elemparokkal adott relaciok felismerése, a felismert altalanos ssze-
fliggés kifejezése:
» tovabbi Osszetartozo elemparok keresésével,
» szoban,
» nyiljeldléssel,
» nyitott mondattal.

A tovabbiakban ezeket a tanitasi Iépéseket példakkal illusztraljuk.

5.1.1. Egyszerii konkrét kapcsolatok megismerése, kifejezése
tevékenységgel, rajzzal, szoban, ésszetartozd elemek felsoroldsdval

1. példa
Figyeld meg, melyik vastagabb, a matematika konyved vagy a fiizeted!

2. példa
Karikazd be, amelyik nem illik a t&bbi
kozé! (5.3. dbra)

Megjegyzés:
Ahogy errél mar korabban is volt szo
(lasd 2.1.5. fejezet), az ilyen , kakukk-
tojas” jellegii feladatoknak tbb meg-
oldasa lehet.
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3. példa
Mit jelent a kdvetkezd tabla? Sorolj fel olyan jarmitveket,

amelyek behajthatnak az utra! (5.4. dbra) @
Megoldas
A tablan feltlintetett vagy annal kisebb 6ssztomegi jarmiivel —~ 3.4. dbra
lehet csak behajtani, mas megfogalmazasban: legfeljebb 10 t

dssztdmegl jarmitvekkel. Az ilyen tipust feladatnal egy alland6 értékkel ha-
sonlitjuk Gssze a tobbi elemet (autokat).

Megjegyzés:
A fenti példak mutatjak, hogy a relaciok témakorén beliil latszélag eltérd
tipust problémakat targyalhatunk.

5.1.2. Szavakkal vagy formuldval adott reldciok kifejezése a megfeleld
elemek osszekapcsoldsdaval

Az clemek dsszekapcsolasa szébeli felsorolassal

1. példa
Sorolj fel padszomszédokat az osztaly tanul6i kozil!

A nyitott mondatok tanitdsa szorosan 8sszefiigg ezzel a témakorrel (lasd
2.2.1. fejezet). Nyitott mondatok tanitasakor két vagy tobb targy, személy,
szam Osszehasonlitisara, a koztiik 16v6 kapcsolatok, dsszefiiggések feltara-
sara keril sor.

2. példa
/T D elbtt il

Tedd igazza a nyitott mondatot!

Megjegyzések:
— Fel kell hivni a figyelmet arra, hogy mig az 1. példa szerepldi felcserél-
hetdk, addig a 2. példaé mar nem.
— A 2. példat lehet, hogy a gyerekek nem egyforman értelmezik. ElG-
fordulhat, hogy valaki nem a kozvetleniil, hanem a kett6vel eldtte il6
nevét mondja.
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Az elemek 0sszekapcsolasa tevékenységgel vagy rajzzal

A tanulok az 1. évfolyamon mar megismerkednek a logikai készlettel, tudjak,
hogy hany tulajdonsag alapjan lehet csoportositani a lapokat (szin, simasag,
forma, nagyséag). Az ugynevezett transzformacios jatékokban az a feladat,
hogy bizonyos szabaly alapjan valtoztatni kell a logikai készlet elemein.

3. példa

Tanit6i utasitas: ,,Rakd ki a logikai kész-
let elemeibol telivel azt, amit én lyukas-

sall” (5.5. dbra) o

5.5. dbra

4. példa
Tanitoi utasitas: ,,En fentrdl lefelé rakom a nagy lapo-
kat, ti lentrol felfelé rakjatok kicsikkel!” (5.6. dbra)
Megjegyzés: A =
Ezekkel a feladatokkal egyszerre a térszemléletet is % o
fejlesztjiik.

Tovébbi transzformacids jatékok azok, amelyek so- @ A
rdn az egymast kdvet6 elemek egy, illetve két tulajdon-

sagban kiilénbodznek. .
.0. abra

5. példa
Rakd le a kis piros sima négyzetet! Folytasd az elemek lerakasat Gigy, hogy a
lerakott elem mindig csak egy tulajdonsagban térjen el az el6z6t61!

Megoldas - -
A feladatnak tobb lehetséges megol- ’i méret simasdg |
dasa is van, ezek koziil egyet muta-

tunk meg. (5.7. dbra)

euuoy

Megjegyzés: 7o @ méret £ o
A 3-4. példakban egyértelmii volt a
hozzarendelés, itt viszont nem az, de 5.7 dbra

a tobb megoldas keresése is fontos.
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Barmilyen, altalunk készitett logikai készlettel lehet jatszani. fgy a tanu-
lI6knak nem csak egyféle eszkozre sziikiil le a tudasuk. Ez azért fontos, mert
a tanulok jobban tudnak altalanositani. Meg tudjak allapitani, hogy milyen
tulajdonsdgok alapjan lehet csoportositani, rendszerezni az elemeket. Egy
ilyen logikai készlet megalkotasa a kombinatorika témakéréhez is kapcso-
lodik.

A ko6vetkezd példaban a viragokbol készitett logikai készlet tulajdonsagai:
szaras — szar nélkiili, kicsi-nagy; piros—keék. (3.8. dbra)

¥¥ev0800

5.8. dabra

6. példa
Rakj ki magad elé egy elemet a készletb61! Folytasd az elemek lerakésat Ggy,
hogy a lerakott elem mindig két tulajdonsigban térjen el az el6z6tol!

Az elemek dsszekapcesolasa nyiljeloléssel

Az Osszetartozd elemeket gyakran nyilakkal kotjiikk ssze. A nyildiagram
lényege, hogy kiilon halmazabrakba rendezziik a két halmaz elemeit, és a
hozzarendelést a két elemet §sszek6td nyillal jeldljiik.

7. példa
Mikor van névnapjuk? Kosd 9ssze a neveket a datumokkal! (5.9. dbra)

Kiss Janos
Té6th Barbara
Laky Barbara
Petz Déaniel

jalius 21.
december 4.
december 27.

5.9. abra

A grafos abrazolasmaédot olyan esetekben alkalmazzuk, amikor a relacio-
ban szerepld két halmaz megegyezik. Ekkor a halmaz elemeinek a graf pont-
jai felelnek meg, a koztiik 1év6 kapcesolatot pedig iranyitott élek, azaz nyilak
szemléltetik.
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8. példa
A nyil mindig a kisebb felé mutasson! Rajzoljuk bea | 3
nyilakat! (5.10. dbra) 5

Forditott feladat is készithetd: megvannak a nyi-
lak, tudjuk a hozzarendelés szabalyat, a tanuldéknak
pedig be kell irni a megfelel6 elemeket. 5.10. dbra

9. példa
Mutasson a nyil kisebb szam felé! Keress szamo-

kat, és ird be a megfeleld helyre! (5.11. dbra)
Megoldas

A feladatnak tobb megoldasa van. A lehetséges
megoldasok megkereséséhez vizsgaljuk meg, me-
lyik az a szam, amelyikbodl csak kiindul nyil és
nem érkezik. Ez lesz a legnagyobb szam. A cstk-

keno sorrendben a kovetkez6 szamot arra a helyre
kell beirnunk, ahova csak egy nyil érkezik. Es igy 5.11. dbra
tovabb folytatva.

Egy lehetséges megoldast az 5.12. dbrdn lat-
hatunk.

Megjegyzések:

— Otnél t5bb elemet ne dbrazoljunk, mert a be-
htizott nyilak szama olyan nagy lehet, hogy
attekinthetetlenné teszi az abrat.

— A példaban szerepld relacié rendezési re-
lacid, ez az oka annak, hogy a nyilak elhe-
lyezkedése alapjan az elemeket sorba lehet
rendezni.

— Nem sziikséges feltétleniil az Osszes nyilat elore berajzolni, elegendd
néhanyat megadni, ezek alapjan beirni az elemeket, majd tovabbi fel-
adat lehet a hianyzo6 nyilak pétlasa.

— Ez a feladattipus az dbrazolds Osszetettsége miatt a 3—4. évfolyamon
ajanlott. A befrandd szamok valtozhatnak a szamkor bovitésével, lehet-
nek negativ vagy tortszamok is.

5.12. dbra
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Az elemek Gsszekapcsolisa relacidjelekkel
A két-két elem kozott lehetséges nagysagviszonyokkal alsé tagozaton ki-
emelten foglalkozunk. A kisebb, nagyobb, egyenld relaciok jelolésére mar az
1. évfolyamtdl kezdédben jeleket, an. relacidjeleket vezetiink be (lasd 1.1.1.
fejezet). El6szor a kisebb (<), nagyobb (>) és az egyenl6ség (=) jelét tanitjuk,
majd 6sszekapcsoljuk a két jelet: kisebb egyenld (<), nagyobb egyenld (>).
Ezekkel a relaciokkal a legalabb, legfeljebb fogalmakat is alakitjuk.

A relaciojelekkel kiilonbozé mennyiségek Osszehasonlitasanak eredmé-
nyét is kifejezhetjiik.

10. példa
a) Tegyél le két szines rudat az asztalra, dontsd el, hogy koziilik melyik a
hosszabb! Tedd kozéjiik a megfeleld relacidjelet! | | | |

b) A > relacidjel mellé véalassz két megfeleld rudat!

A kovetkezokben arra adunk Gtleteket, milyen példakon keresztiil lehet al-
kalmazni a ,,relacios jatékokat” folyamatosan nehezedé feladatokkal. A 16bb,
kevesebb, ugyanannyi relaciok fontos szerepet jatszanak a szamfogalom ala-
kitdsanak kezdetén is (lasd 1.1.1. fejezet).

11. példa

Melyik karikaban latsz t6bb viragot? Je-

161d a <jellel! (5.13. dbra) @@ W
5.13. abra

12. példa

Helyezz el harom karikat a padon! A jobb oldaliba tegyél 4 korongot, a ki-
zépsdbe 3-mal kevesebbet, a bal oldaliba 6-nal 3-mal tobbet! Tedd ki a re-
lacibjeleket! ird le a matematika nyelvén! Melyik karikdban van a legtobb
korong? (5.14. dbra)

COC OO

5.14. dbra
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Megjegyzés:

A targyi tevékenységgel halmazok szamossaganak Gsszehasonlitasat végzik
a gyerekek, kozben figyelik a véaltozasokat, a mennyiségi viszonyokat. A pél-
daban az Osszehasonlitas eredményének lejegyzése a matematika nyelvén:
9>1<4.

Az alabbi nyitott mondatok megoldasaval is a t6bb, kevesebb relaciok ér-
telmezését gyakoroltatjuk (lasd 2.2.2. fejezet).

13. példa

Keress olyan szamokat, amelyek igazza teszik a nyitott mondatokat:
a)l_1>4
p)8<l_1<13

Megjegyzések:

— A kérdésfeltevésnél tigyelni kell arra, hogy milyen korosztalynak tesz-
sziik fel a kérdést. Az 1. évfolyamon még a ,Keress olyan szamot,
amely...!” szdvegezés azt mutatja, hogy meg kell elégedni azzal, ha
talalnak olyan szamot, amely eleget tesz a kivant feltételnek, nem to-
reksziink az Osszes megoldas megkeresésére. 2. évfolyamtdl mar tobb
megoldas keresése varhato el, majd pedig az 6sszes megoldds megke-
resését kérjiik. Ekkor a feladat utasitasa: ,,Mely szadmok teszik igazza a
nyitott mondatot?”

- A fenti feladatok alkalmat adnak annak megvizsgalasara, hogy melyik
a legkisebb szam, amely még megfelel. Vagy esctleg melyik a legna-
gyobb?

Az elemek 6sszekapcsolasa tablazatba rendezéssel
14. példa

Keress szamokat, amelyekre az sszefiiggés teljesiil! ird be a tablazatba
oket! (5.15. dbra)

osszeglik 20

o~ T*np

g|o

5.15. abra
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15. példa
Korrel jelsld a tiblazat ricspontjai koziil azokat, amelyekhez tartoz6 szamok
Osszege 8!

1 3 4 5 7

Az eredmények tablazatba foglalasa segit kialakitani a rendezett iraské-
pet, fejleszti a sikbeli thjékozddast, tovabba a matematikai gondolkodast: a
didk egyiitt, rendszerben lathatja az eredményeket.

Az elemek dsszekapcsolasa grafikonos abrazolassal

Az dsszefiiggések abrazolasara szolgal a grafikon is. Alsé tagozaton ez a
szemléltetési forma pont- vagy vonaldiagram készitésével, illetve elemzésé-
vel kapcsolatos feladatokban fordul el6.

16. példa
Az alabbi tablazat azt mutatja, hogyan véltozott a hdmérséklet februar egyik
napjan 12 és 24 6ra kozott.

Id5pont 12(13[14[15(16|17]18|19]20]21|22|23 |24
(6ra)
gocr;lerseklet 71213l 2lo0lolaal=l=2|3|3|4]|=4

a) Készits grafikont, amely azt mutatja, hogy 6rardl érara hogyan valtozott a
hémérséklet!
b) Olvasd le, hogy hany 6rakor volt a legmelegebb!
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Megoldas
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5.16. dbra
Megjegyzés:

Az ilyen tipusu példak a negativ szamok (lasd 1.6.1. fejezet) és a statisztika
(lasd 4.2.1. fejezet) témakoréhez is kapcsolddnak.

5.1.3. Elempdrokkal adott reliciok felismerése, a felismert dltaldnos
dsszefiiggés kifejezése

A gondolkodas fejlesztése a fogalmak megértését is segiti. A megértés nagy-

részt osszefiiggés-felismerést jelent, ami sok gyakorlas altal fejleszthetd. Ha

mar a tablazatok, elempar-egyiittesek, grafok, nyildiagramok, grafikonok a

gyerekek gondolkodasaban Gsszefiiggéseket jelentenek, akkor valhatnak az

Osszefiiggés-felismerd képesség alakitasanak eszkozéve.

A kapcsolatkeresés fazisai:

— tajékozodas, probalgatas,

— atalalt 6sszefliggés kifejezése,

— tovabbi Osszetartozo elemek megadasa.

Az Osszetartozd elemek kiilonvalasztasa a tobbitd! segithet a kozos jegyek
felfedezésében, és ezzel konnyithetjiik az Gsszefliggés felismerését. A pél-
da mellett az ellenpélda is egyenrangiian fontos. Figyeljiink arra, hogy nem
& szabalyt keressiik, hanem egy vagy t6bb szabélyt. Hangsulyozni kell a
tobb megoldas lehetdségét, amely a kreativitas fejlesztésének egyik eszkoze
is. Nem biztos, hogy a tanulok mindegyike a tanitd altal vart osszefliggést
talalja meg. A tanulok otletét is ellenérizni kell, meg kell nézni, hogy az 6sz-
szetartozd elemparok mindegyikére érvényes-e.
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A felismert dltalanos dsszefiiggés kifejezése tovabbi Gsszetartozo
elemparok keresésével

1. példa

Adottak a kovetkezo szampérok (5.17. dbra): |12 C15)
Készits tablazatot! Keress még a felismert
Osszefiiggésnek megfeleld szamparokat! @ @

5.17. abra

A felismert altalanos Gsszefiiggés kifejezése széban
Az el6z6 példa utasitasat egészitsiik ki a kovetkezdkkel: Milyen 6sszefiiggés
van a szamparok kozott?

Az altalanos kapcsolatok, relacidk vilaga a matematikan kiviil és beliil
egyarant kimerithetetleniil gazdag. A gyermekek gondolkodasat ugy fejleszt-
hetjiik, ha sokféle 6sszefliggessel ismertetjilk meg Oket.

A kovetkezd példa jo lehetdség az egyszerti rokoni kapcsolatok megbe-
szélésére.

2. példa
A nyil mindenkitdl a lanyara mutat

(5.18. dbra). /\
. o C B E
Olvass le rokoni kapcsolatokat a rajzrol! \ /
Tedd igazza a nyitott mondatokat! /\
a)G-nek Aa ; F G
b) A-nak Ba : 5.18. dbra
¢c)CésE
d)F és G
¢) D-nek F

A felismert dltaldnos Osszefiiggés kifejezése nyiljeldléssel

Korabban mar lattunk példat nyiljeldlésre, ekkor az dsszefiiggés adott volt
(,,Mutasson a nyil ... felé!”), és annak megfelelden kellett megtalalni az 6sz-
szetartozd elemparokat. Most forditott a helyzet: sszetartozé elemparokat
adunk meg nyilakkal, és keressiik az Osszefiiggést, azaz a nyil jelentését
(;,,Mit jelent a nyil?”).

328



3. példa

a) Az abran szines rudak vannak. Mit
jelent a nyil? (5.19. dbra)

b) Melyik a legrovidebb?

Melyik a leghosszabb?
Van-e két ugyanolyan hossza?

4. példa

Mit jelent a nyil? (5.20. dbra)

Mit jelentenének a forditott iranyu

nyilak?

R
P VK
CS
5.19. dbra
2 6
@ 3
A 4
12 30
5.20. dbra

A felismert altaldnos dsszefiiggés kifejezése nyitott mondattal

Kezdetben a szavakban torténd megfogalmazast varhatjuk el a gyere-
kektdl a hozzarendelési szabaly megallapitasara. Hosszl folyamat, mire
eljutunk a nyitott mondattal t6rténd lejegyzéshez. A szimbolumhaszna-
lat miatt csak a 3. évfolyamtdl varhaté el a tanuloktol a nyitott mondat

O6nallo felirasa.

5. példa

Allapitsd meg a szabalyt! Folytasd a tablazat kitoltését!

1131619 7
O 8 | 5 6
ANl 12| 48 | 45 36 | 42
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Megoldas
Elsé 1épésként az egy oszlopban 1év6 szamok kozotti dsszefliggés szobeli
megfogalmazasat varjuk: a két felsé szam szorzataként kapjuk meg a harma-
dik sorban 1év6 szamot.

Ezt kovetden fogalmazzuk meg a hozzarendelési szabalyt nyitott mon-
dattal: A=[1.O.

Végiil arra toreksziink, hogy az dsszefiiggést mas formaban is kife-

jezzik: (= : O vagy O=A:

Megjegyzések:

— A felismert 6sszefiiggés tobb alakban kifejezheté mind szavakkal, mind
nyitott mondatokkal.

— Az 5sszefliggés felismeréséhez legalabb harom sszetartozé elemhar-
mast meg kell adni, de tudnunk kell, hogy a feladat megoldasa ekkor
sem feltétleniil egyértelmi.

— A példaban szerepld relacio egyuttal fiiggvény is.

5.2.Fiiggvények tanitasa

A relacidk tanitasanak kérdései nem valaszthatdk el élesen a fiiggvények
tanitasatol. A bevezetésben mar megmutatiuk, hogy a fiiggvények specialis
relaciok, olyan egyértelmii hozzarendelések, amelyeknél az elsé halmaz
minden eleméhez pontosan egy elemet rendeliink a masodik halmazbdl.
Ezek a fiiggvény tipust hozzarendelések kiemelt szerepet jatszanak nem-
csak a matematikaban, hanem a mindennapi életben is, ezért a témakordn
beliil a fiiggvényszerii kapcsolatok felismerésére, kifejezésére kiilon hang-
sulyt fektetiink.

A fiiggvényfogalom als¢ tagozatos alakitisa soran arra toreksziink, hogy a
tanulok minél tobb fliggvényszerii hozzarendelésrol szerezzenek tapasztala-
tot. Nem szoritkozunk kizarolag a szamfiiggvényekre, foglalkozunk geomet-
riai figgvényekkel, mas tantargyakhoz, tovabba a mindennapi élethez kithe-
té 0n. tapasztalati fiiggvényekkel is. Célunk els6sorban az, hogy a gyerekek
ismerjék fel, hogy az élet killonféle helyzeteiben egy adott halmaz elemei
hogyan fiiggnek egy masik halmaz elemeitdl, és ez az Gsszetartozas hogyan
fejezhetd ki. Természetesen késdbbi matematikatanulmanyaik szempontjabol
az is fontos, hogy a 4. évfolyam végére képesek legyenek a problémameg-
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oldashoz megfeleld fiiggvényszemlélettel kozeliteni, gondolkodasuk soran a
fuggvénykapcsolatok felismerését és kifejezését eszkzként hasznalni.

Alsé tagozaton az Osszefiggés-felismerd képességet kell fejleszteni.
Feladat a kapcsolatok keresése, megértése, kifejezése, abrazolasa kiilonfé-
le (gyakorlati, mas tantargyakon, mas matematikai témakon beliili) prob-
lémékban, széveges feladatokban. A problémamegoldé képességet az is
fejleszti, ha a meglévd kapcesolatokbdl tovabbiakra (pl. az ellentétes irany
kapcsolatokra) kovetkeztetiink.

Ebben a fejezetben a fiiggvények targyalasa a relaciékéhoz hasonldan a
kovetkez6 1épésekben torténik:
— Egyszeri, konkrét fiiggvénykapcsolatok megismerése, kifejezése tevé-
kenységgel, rajzzal, széban, az 6sszetartozd elemek felsorolasaval.
— Szavakkal vagy formulaval adott fiiggvénykapcsolat (hozzarendelési
szabaly) kifejezése az Gsszetartozo elemek meghatarozasaval.
» Szabalyjatékok
» Hgy- és kétbemenetli gépek
» Fuggvények inverze
» Osszetett fiiggvények
— Elemparokkal megadott fiiggvénykapcsolat felismerése, a felismert
hozzérendelési szabaly kifejezése szavakkal vagy formulaval.
» Szabalyjatékok
» Egy- és kétbemenetli gépek
» Téablazatok kiegészitése adott vagy felismert szabaly alapjan
» Fiiggvények inverze
- Fliggvényre vezet6 szdveges feladatok.

5.2.1. Egyszerii konkrét fiiggvénykapcsolatok kifejezése tevékenységgel,
rajzzal, szoban, osszetartozo elemek felsoroldsdval

A tanulok fliggvényfogalmat — mar az 1. évfolyamtdl kezdédGen — egysze-
riibb dolog-dolog, dolog-szam, szam-dolog vagy szdm-szam tipus(i hozza-
rendelések segitségével alapozhatjuk meg. Példaul ha az osztaly minden
tanuldjahoz hozzarendeljiik a padjat, akkor a tanuldk és a padok halmaza
kozott fliggvénykapesolatot létesitiink, hiszen minden tanuldhoz kell rendel-
niink pontosan egy padot.
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1. példa
Kosd 6ssze! (5.21. abra)

Megjegyzés:

Az allatok halmaza és a taplalko-
zasi modok halmaza kozott fiigg-
vénykapcsolatot hozunk létre, mert
mindegyik allathoz hozza tudjuk
rendelni a taplalkozasi modok ko-
ziil pontosan az egyiket.

Hisev6 Novényevs

5.21. dbra

A figgvények kozott fontosak azok, amelyeknél szamokhoz rendelnek
szamokat, de az alapozd munkéaban ennél sokkal fontosabb, hogy a gyere-
kek sokszinii példaanyaggal talalkozzanak. A szdm-szdm fliggvényekhez ke-
ressiink valosagos problémakat, mondjunk hozzajuk torténeteket, amelyeket az
adott fliggvény irhat le. Olyan feladatra kell itt gondolni, amely valamilyen Osz-
szefiiggés felfedezésére vonatkozik.

2. példa
Talaljunk ki torténeteket ehhez a hozza-
rendeléshez! (5.22. dabra)

Megoldas

Példaul: Peti és Laci futdedzésre jarnak.
Laci két évvel idBsebb, ezért neki minden 5.22. dbra

edzésen 3 korrel tobbet kell futnia, mint

Petinek. Mennyit kellett futnia Lacinak a héten, ha tudjuk, hogy Peti hétfon 3, szer-
dan 5, pénteken pedig 4 kort teljesitett?

Megjegyzés:

A matematikai modellalkotas képességét fejlesztjiik, ha 6sszevetjiik és ele-
mezziik a tanulok altal ugyanannak a fiiggvénykapcsolatnak a szemléltetésé-
re kitalalt torténeteket.
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5.2.2. Szavakkal vagy formuldval adott fiiggvénykapcsolat
(hozzdrendelési szabdly) kifejezése a megfeleld elemek
dsszekapcsoldasaval

Szabalyjatékok
A fliggvények fogalmanak tanitasakor eldkészitésként vagy a tanultak be-
gyakorlasara alkalmasak a kiilonbsz6 szabalyjatékok, melyek a tanuldk gon-
dolkodasat fejlesztik azaltal, hogy az 8sszefliggések felismerésére nevelnek.
A szabdlyjatékokban valamilyen hozzarendelési szabaly alapjan sszetartozé
elemparok (elemharmasok) szerepelnek. A valo életben olyan problémakkal
talalkozunk, amelyeket nem lehet szabalyok kézé szoritani, de az iskolaban
mégis elsdsorban a szabalyokkal megragadhat¢ fiiggvényekre szoritkozunk.
Ennek két oka van. Egyrészt ezek foként képességfejlesztést (absztrahalas—
konkretizalas, dsszefliggések meglatasa — kiegészités) szolgalnak, masrészt
a matematikdban megismert fliggvényekkel kozelitjiik a vilig kevésbé sza-
bélyos térténéseit. A matematikanak igen sokszor jol hasznosithaté modsze-
re, hogy a nehéz, bonyolult problémat kicseréli valami egyszeriibbre.

A hozzarendelés szabélyat kezdetben szavakkal, késébb mar nyitott mon-
dattal adjuk meg.

1. példa
A jobb oldalra tegyél a bal oldalinal mindig eggyel tobbet! (5.23. dbra)

2. példa
Toltsd ki a tablazatot a szabaly alapjan! (5.24. dbra)
L 0| O O=[2
T T 2
RN 2l
1] 5
VA
6 |
S | S— 8
T
5.23. dbra 5.24. dbra
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A szabilyjaték nemcsak egy-, hanem kétvaltozés fliggvényekre is vonat-
kozhat.

3. példa

Toltsd ki a tablazatot a szabaly alapjan!
(5.25. abra)

Megjegyzés:

Ha a hozzarendelési szabalyt nyitott mon-
dattal adjuk meg, akkor az Osszetartozd
értékek megkeresése valdjaban a nyitott

0  0=[02-O

=|@|ovN|ur|w D
—laiN|jw|uo|=]N O

mondat igazz4 tételét jelenti. Ezzel a fligg- 525 dbra
vény fogalma mellett a nyitott mondat fo-
galmat (lasd 2.2.3. fejezet) is alakitjuk.

Egy- és kétbemenetii gépek

A szabalyjatékok (és igy a fliggvények) jol tanithatok olyan szemlélettel,
hogy valamit megvaltoztatunk. Ezt szemléltetni lehet a gépjaték (automata)
segitségével. Az automata fontos tulajdonsaga, hogy minden bemend érteken
ugyanazt a valtoztatast végzi el, azaz allandé figgvénykapesolatot Iétesit a
bemend és a kijovd érték kozott.

Hogyan jatsszuk a gépjatékokat?

Kezdetben valoban jatsszék el a gyerek, hogy kartondobozbol elbre el-
készitett ,,gépbe” bedobjak az értéket, targyat, és ,kiesik valami”.

A bemend és kimend értékparokat foglaljuk tablazatba.

El8szor targyakkal dolgozunk, utana johetnek a szamok is.

Fel kell hivni a figyelmet a tablazatok lezaratlansagara, vagyis arra,
hogy a gyerekek maguk is kitalalhatnak tovabbi bemend adatokat.
Kereshetik a bemend adatot ismert kimend adat alapjan, ez a fliggvény
inverzének alkalmazasat jelenti.

A gépjatéknak lehet egy- és kétbemenetii valtozata, azaz szemléltethet
egy- vagy tobbvaltozos fiiggvényt.
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4. példa
Ez a gép 1-et elvesz abbdl, amit bedobsz (5.26. dbra). Rajzold le, hogy mit
dob ki!

3 alma
Ezt dobjuk be | 6szilva | 9meggy | 1kérte | 4 banan
Ez esik ki
2 alma

5.26. dbra

5. példa
Hogyan miikédik a gép? Toltsd ki a tablazatot a szabaly alapjan! (5.27. dbra)

]
[1+2-0 L] 3 7 14 23 56
O
/ O

5.27. dbra

Megjegyzés:
Az ilyen tipusu feladatok alkalmasak az &sszeadas, kivonas, szorzas, osztas
gyakorlasara, valamint a miiveletek kozotti 6sszefiiggések felismerésére.

A gépjatékok segitenek az inverz fiiggvény fogalmanak megértésben is.
6. példa

Milyen szabaly alapjan miikodik a gép, ha forditva kapcsoljuk be?
(5.28. dbra)

& O07 . N0 #
1+3 ?

/ O\ /O

5.28. dbra
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Megoldas
Ha a szabaly az, hogy a bemend adathoz hozzdadunk 3-at, akkor forditott al-
lasban 3-mal kisebb szdmot kapunk kimend adatként, tehat a szabaly: O — 3.

Megjegyzés:

Vannak olyan gépek, amelyek nem fordithatok meg, azaz nem minden fiigg-
vénynek van inverze. Példaul ha a gép szabalya az, hogy dsszeadja a két
bedobott szamot, akkor a megforditisa mar nem egyértelmii: egy szamot
tobbféleképpen felbontatunk két szam dsszegére.

A gépjatékszemlélet az Osszetett fliggvények tanitasat is megkdnnyiti az
alsé tagozaton. Ha két gépet igy kapcsolunk 6ssze, hogy az elsd gép kime-
nete a masodik gép bemenete legyen, dsszetett fliggvényhez jutunk.

7. példa
Toltsd ki a tablazatot! (5.29. dbra)
]
C1+2=0
1 2 3 4 5 6
O O 3 4
AN 12
O-3
A
5.29. dbra

Mi lehet a szabélya annak a gépnek, amelyik ezt a kettot dsszekapesolja?

Megoldas
Az 8sszekapcesolt gép szabalya: A = (1 +2)-3.
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5.2.3. Elempdrokkal megadott fiiggvénykapcsolat felismerése, a felismert

hozzdrendelési szabdly kifejezése

A szabalyfelismerd, 6sszefliggés-felismerd képesség fejlesztésében ugy se-
githetiink, ha vilagosan kifejezziik, melyek az 6sszetartozd értékek. Ez tor-
ténhet tablazatba foglalassal, nyildiagramos vagy grafikonos 4brazolassal.

Semmiképpen nem szabad erdltetni, siettetni az 6sszefliggés felismerését.
Nem gondolatolvasast tanitunk; segitsiink, vezessiik ra a gyerekeket az &sz-
szefiiggések meglatasara:

Viltozatos legyen a felismerésre vard dsszefliggések sora.

Az elfogadd 1égkdr és a tarsak példaja fontos. Nem minden gyereknek
mozog ugyanolyan gyorsan az agya. Van, akinek tobb id6re van sziik-
sége egy-egy Osszefliggés felismeréséhez.

A mondott szabdlyt mindig ellendrizziik behelyettesitéssel. Ne rogtén
fogadjuk el a helyes valaszt, hanem az esetleg lemarad6 gyerekkel el-
lendriztessiik, hogy jot mondott-¢ a masik tanuld.

Miutan a fliggvényt nem adja meg egyértelmiien néhany Ssszetartozod
értékpér, ne ragaszkodjunk mereven sajat elképzelésiinkhoz, fogadjuk
el a valaszt akkor is, ha a tanul6 mas 6sszefliggést fedez fel, mint amire
mi gondoltunk.

Ne csak néhany szabaly felismerését gyakoroljuk be alaposan, nem ez
jelenti az 6sszefiiggés-felismerd képesség fejlesztését. Kreativitast fej-
lesztenek az olyan céllal kitiizott feladatok, ahol direkt tébb megoldast,
tobbféle hozzarendelési szabalyt kerestetiink.

Ne siettessiik a felismert 0sszefiliggés nyitott mondattal térténd kifeje-
zését, néhany gyereknek még nehéz lehet a szimbolikus leiras.

Ha néhéany &sszetartozé értékpar alapjan sikeriil valamilyen hozzarende-
Iési szabalyt felismerni, ez alapjan folytatjuk az dsszetartozé értékek meg-

hatarozasat.
Szabalyjatékok
1. példa ®
Mi lehet a szabaly? Folytasd a rajzolast! (5.30. db- > (Il
° o| o (o0
ra) MR
e o000
o | o |00
°
5.30. abra
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Megjegyzés:
A szabalyjaték felirasanal lehet valtoztatni az dsszetartozo elemek elhelyezé-
sét (itt nem vizszintesen, hanem fiiggdlegesen vannak az elemparok).

A szabalyok megadasa 4ltaldban nehezen megy. 1. évfolyamon inkabb (ijabb
példat mondanak a gyerekek, mintsem el tudjak magyarazni a szabalyt.

Kezdetben a felismert hozzarendelési szabalyt sajat szavaikkal fogalmaz-
zak meg a tanuldk. Az 1. példaban példaul ,,mindig harommal t6bb kavics
kertil alulra”.

A késébbiekben igyeksziink a szabalyt valamilyen jelolésrendszert hasz-
nalva formulaval is megadni. gy a szimbélumhasznalatot és az absztrakt
gondolkodast készitjiik eld, mikdzben elmélyitjiik a nyitott mondat fogalmat
is. Ehhez kezdetben a valtozokat hiromsz6g, négyszog stb. szimbolumokkal
jelsljiik. Ezeket a jeleket a gyerekek konnyen rajzoljak, ok is kitalalhatnak
nekik tetszd alakzatot.

A felismert szabalyt tobbféleképpen is fogalmaztassuk meg.

2. példa
Ird fel a szabalyt tobbféle alakban, majd egészitsd ki a tablazatot!

/= 300 400 120

O 650 550 660
Megoldas
A szabaly lehetséges felirasi maodjai:
O=950-11
1=950-O
1+ O =950

950 -C1-O=0

Megjegyzések:

— Az elsd két szabaly explicit formaji, mert az egyik ismeretlent kdz-
vetleniil hatarozhatjuk meg a masik ismeretében, mig a masodik két
szabaly implicit, hiszen egyik ismeretlent sem fejeztiik ki.

— A feladat alkalmas az Osszeadas tulajdonsagainak felfedeztetésére is:
megfigyeltethetd, hogy az egyik tag csokkenésekor a masik tagnak no-
nie kell, hogy az 6sszeg ugyanaz maradjon.

— A szabaly tobbféle alakban torténd feliraséval, valamint azzal, hogy
nemcsak a bemend érték ismeretében kérjiik a kimeno értéket, hanem
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forditva is, az inverz fuggvény fogalmat alakitjuk. Ezzel egytttal a mii-
veletek és inverzeik kapcsolatat is mélyitjiik.

A tantargyak kozotti koncentracid példajaként lehet olyan szabalyjatékot
késziteni, amelyben nem szamok, hanem szavak szerepelnek:

3. példa
Mi lehet a szabaly? Toltsd ki a tablazatokat!
a)
O raz rak bab
) Zar kar kép
b)
O frok raktam 1épek
@) irsz raktal zenéltél

Egy- és kétbemeneti gépek

A gépjatékokat természetesen gy is hasznalhatjuk, hogy nem a tanit6 adja
meg a szabalyt, hanem a didkokkal akarja felfedeztetni. Csupan a feladat
megfogalmazasan kell valtoztatni: a szabaly felismerését a ,,Hogyan miiks-
dik a gép?” kérdéssel kérhetjiik.

4, példa
Hogyan mikddik a gép? Folytasd a tablazat kitoltését! (5.31. dbra)

A N AV b NaA/ No

7z Clqu 7 ]
Ao Ao
318 31118
_6 (14 412112
5112 2 3710
8 6 | 1
9l 7|4
2 815

5

5.31. abra
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Megjegyzés.
A b) feladatban két bemend valtozo van, tehat kétvaltozos fliggvényt jelenit
meg.

A gépjatékok szorosan §sszefliggnek a tablazatos jeloléssel, hiszen az Osz-
szetartozé értékparokat rendszerint tablazatba gyiijtjiikk. Ezzel rendezettebbé,
atlathatobba valik a munka.

5. példa
Mi lehet a gép szabalya? Folytasd a tablazat kitoltését a felismert szabaly
szerint! (5.32. dbra)

[
1| 3 45 | 21 | 18 9
@) 90 10 | 32
O
5.32. dbra
Megjegyzés:

Azzal, hogy a tablazatban nemcsak a fels6, hanem az alsé sorban is vannak
iires helyek, az inverz kapcsolat megvalositasat kérjiik a tanuldktdl. Az utol-
s6 oszlopban pedig tetszoleges sszetartozo értékpar megadasat varjuk.

5.2.4. Fiiggvényre vezetd sziveges feladatok

A gyerekeknek a szoveges feladatok elemzésekor a szovegbdl kell kikeresni
két vagy tobb valtozd kozotti dsszefiiggést, majd a talalt Osszefliggést al-
kalmazva meghatarozni az 3sszetartozo értékeket. Az ilyen tipust feladatok
megoldasa a fentebb targyalt képességek mellett a szovegértés képességét is
fejleszti (2.3.1. fejezet).

1. példa

a) A két zsebemben egyiitt 15 Ft van. A balban 5 Ft van, mennyi van a job-
ban?

b) A két zsebemben egyiitt 15 Ft van. Hany forint lehet a zsebeimben kiilon-
kiilon?
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Megjegyzések:

Az 1. évfolyamon a feltételnek megfeleléen kirakott korongokkal is
megadhatjuk a megoldast.

A b) feladatnak nem csak egy megoldasa van, minden olyan szampar
Jo, amelyek Osszege 15. Ez a feltétel egyértelm(i kapcsolatot ir le a
szamparok kozott. A megoldasokat tablazatba foglalva, rendszerezetten
adjuk meg.

A kisgyerekek még nem tudnak lehet6ségekben gondolkodni, csak
konkrét esetekben, ezért fontos, hogy minden megoldas legyen kirak-
hat6. Tehat ha a zsebeimben 1évd pénzérmék Osszege 15 Ft, akkor a
0 + 15 esetet nem biztos, hogy elfogadjak, hiszen ugy gondoljak, hogy
mindkét zsebemben kell lennie pénznek. Nem szabad tal koran erdltet-
ni a matematikai kiterjesztést.

2. példa
Eszternek haromszor annyi babaja van, mint Anginak.
Hany bab4ja van a két lanynak a kiilonb6z6 esetekben? Toltsd ki a tablazatot!

Angi babainak szama | Eszter babainak szama
1
6

6
18

A fenti példakban olyan feladatokkal talalkoztunk, ahol t6bb megoldés is
eléfordulhat. Ugyeljiink azonban arra is, hogy csak a redlis, a valo életnek
megfeleld megoldasokat fogadjuk el.

3. példa
Harom testvér altalanos iskolaba jar. Hany évesek lehetnek, ha &sszesen
26 évesek? (Az éveket egész szamoknak tekintjiik, és a mar betsltott éveket
nézziik.)

Megoldas

Nyilvan nagyon sok lehetéség van, de példaul az, hogy valamelyikiik 1 éves le-
gyen, nem elfogadhato, hiszen tudjuk, hogy mind a harom testvér altalanos iskola-
ba jar, tehat legalabb 6 évesek. Az is eléfordulhat, hogy koziiliik ketten egyidések.
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A lehetséges szamharmasokat célszer(i rendszerezetten megadni:

6 6 6 6 6 7 7 7 8 8
6 7 8 9 | 10 7 8 9 8 9
14 113 | 12 | 11 10 | 12 | 1 10 | 10 9

5.3.Sorozatok tanitasa

A sorozatok értelmezésénél timaszkodunk a fiiggvény fogalmara. A minden-
napi életben sorozatrdl beszéliink, ha valamely elemek egyértelmtien megha-
tarozott sorrendben kovetik egymast, azaz a sorszamhoz hozzarendeljiik azt
az elemet, amelyik ennyiedik helyen all.

A sorozatok tanitasanak célja kettds: fejleszti a tanulok rendszerezo, os-
szefliggés-felismerd képességét, ugyanakkor segiti mas matematikai téma-
kdrhoz kapesolodé tartalmak mélyebb megértését is.

Egy sorozatot tobbféle médon adhatunk meg. Alsé tagozaton leggyakrab-
ban az elsé néhany egymast kdvetd taggal megadott sorozatokkal talélko-
zunk. Ez a m6d természetesen nem egyértelmii, hiszen a megadott tagok
kozott tobbféle dsszefliggés is felfedezhetd, igy a sorozat is tobbféleképpen
folytathato. Am éppen ezért alkalmas arra, hogy a tanulok kreativitasat fej-
lessziik azaltal, hogy a sorozat tobbféle folytatasara 6sztonozzitk Oket.

Megadhatjuk a sorozatot Ugy is, hogy tetszbleges tagjat annak sorsza-
mahoz rendelt dsszefiiggéssel fejezziik ki. Példaul a sorozat minden tagja
sorszamanak 3-szorosanal 2-vel nagyobb szam (a = 3n -+ 2), igy a tagok:
5,8, 11, ...

A rekurziv megadasi mod (visszavezetés) azt jelenti, hogy a sorozat tagjait
az dket megel6zd tagokbol képezziik egy jol meghatarozott szabaly szerint.
Példaul legyen a sorozat elsé tagja 2, a masodik tagja pedig 3. A tovabbi
tagokat Gigy képezziik, iogy a megel6z6 két tag 6sszegének kétszeresét vesz-
szik:a, =2,a,=3,a =2(a _,ta_ ), igya tagok: 2, 3, 10, 26, ...

n-2
Ez utobbi két megadasi mod a sorozatot egyértelmiien meghatarozza.

5.3.1. Sorozatok osztdlyozdsa

Attol fliggden, hogy a sorozat tagjai milyen halmazba tartoznak, also tago-
zaton a sorozatokat harom nagy csoportba soroljuk, ezek a targysorozatok,
a jelsorozatok és a szamsorozatok.
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Targysorozatok

A sorozat tagjai tetszOleges targyak, él6lények lehetnek. Képzésiikkhtz min-
dig valamilyen targyi tevékenység tarsul. Alkothatunk sorozatot hétkdznapi
targyakbdl, a logikai készlet vagy a szinesrud-készlet elemeibdl, de akar az
osztaly tanul6ibdl is. A hangsily a tevékenységen, az egymast kdvetd tagok
kozotti osszefliggés megértésén, felismerésén van.

1. példa

A napkoéziben gy alltak sorban a gyerekek, ahogy a képen latod. (5.34. dbra)
a) Sorold fel, hogy hanyadik helyeken allnak a lanyok! ........................
b) Sorold fel, hogy hanyadik helyeken allnak a fiak! ............................

Jelsorozatok
A jelsorozatokat egyszerti abrak, grafikus jelek alkotjak. A hétkdznapi élet-
ben és mas tantargyak tanuldsa soran egyarant talalkozunk veliik.

2. példa
Rajzold le a flizetedbe, és folytasd a korok sorozatat a lap széléig! (5.34. dbra)

JOLIOLI®

5.34. dabra

Szamsorozatok

A szamsorozatok tagjai valamely szdmhalmaz elemei. A szamsorozatok
alkalmaz4sanal mindig figyelniink kell arra, hogy a sorozat tagjai benne
legyenek (maradjanak) abban a szamkorben, amelyben a tanulék az adott
évfolyamon dolgoznak. A szamsorozatok tanitisanak célja kettds: a sorozat
fogalmanak alakitdsa mellett a szamok kozotti kapcsolatok elmélyitését is
szolgalja. Eppen ezért a szamsorozatok kézott kiemelt szerepet kapnak azok,
amelyeknél a képzési szabdly megalkotasahoz a négy alapmiivelet valame-
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lyikére vagy akar tobbre is sziikség van. A késobbi matematikai tanulméanyok
miatt is fontos kiilén foglalkozni a kdvetkez6 két nagy csoporttal.

Kiilonbségsorozatok
A képzési szabaly osszeadasra és/vagy kivonasra épiil. Megkiilonboztetjiik
az allando és a valtozo kiilonbségili sorozatokat aszerint, hogy az egymast
koveto tagok kiilonbsége allando, vagy pedig valamilyen szabaly szerint val-
tozik.

Az allando kiilonbségli sorozatok képzésével eldkészithetd a szorzotablak
tanitasa. A kovetkezd sorozattal a 2-es szorz6tabla szamait hatdrozzuk meg.

3. példa
Tegyél hozza mindig 2-t! (5.35. dbra)

0/0/0/0/0/0/0/00.@,

5.35. dabra

Amennyiben a sorozat nem az allandé kiilénbségnek megfeleld szammal,
hanem annal kisebbel indul, az adott allando kiilénbségnek megfeleld osztas
egy-egy maradékosztilyanak elemeihez jutunk.

Példaul: Az 5-tel osztva 1, 2, 3 vagy 4 maradékot ad6 szamok sorozatai
olyan allandé kiilonbségii sorozatok, ahol a kiilonbség 5:

1,6,11, 16,21, ...
2,7,12,17,22, ...
3,8,13, 18,23, ...
4,9,14, 19,24, ...

A valtozd kiilonbségli sorozatok képzési szabalya nem az egymast kovetd
tagok kiilonbségére, hanem ezen kiilonbségek kozotti dsszefiiggésre vonat-
kozik.

4. példa

Mi lehet a szabaly? Folytasd a sorozatot!
2,5,6,9,10, ...
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5. példa
Folytasd a sorozatot jelzett szabaly szerint! (5.36. dbra)

\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/
\/\/\/\/\/\/\/\/\/

5.36. dbra
Megjegyzés:
Ezt az Osszetett sorozatot szokas masodik kiilonbségii sorozatnak nevezni.
A szomszédos tagok kiilonbsége valtoz6 (mindig 1-gyel n6), de a kiilonbsé-
gekbdl képzett sorozat szomszédos tagjainak kiilonbsége mar allando.

Hadnyadossorozatok

A képzési szabaly szorzasra és/vagy osztasra épiil. Megkiilonboztetjiik az
allando és a valtoz hanyadosu sorozatokat aszerint, hogy az egymast kbvetd
tagok hanyadosa éallandd, vagy pedig valamilyen szabaly szerint valtozik.

6. példa
Folytasd a sorozatot! (5.37. dbra)

N ANVANVAVAV AN
10 ‘10 10 <10 10 10

5.37. débra

7. példa
Folytasd a sorozatot a megadott szabaly szerint! (5.38. dbra)

Qo*

-3 :2 3 2 3

5.38. dbra

5.3.2. Sorozatok tulajdonsdgai
Alsé tagozaton két tulajdonsaggal, a periodicitassal és a monotonitassal fog-
lalkozunk.
— Egy sorozatot akkor neveziink periodikusnak (ismétlddének), ha egy-
mast koveto tagjai valamilyen szabaly szerint rendre ismétlédnek.
— A periodicitast barmilyen tipust sorozatra értelmezhetjiik, s6t sok eset-
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ben éppen ez a tulajdonsag hatarozza meg a képzési szabdlyt, kiilono-
sen a targy- és a jelsorozatoknal.

1. példa
A felismert szabaly alapjan folytasd a sorozatot még 8 taggal! (5.39. dbra)

—|—|

5.39. dbra

A monotonitas csak szamsorozat tulajdonsaga lehet. Megkiilonboztetiink no-
vekvo és csokkend szamsorozatokat. A nvekvd sorozat barmely két egymadst
kovetd tagjara igaz, hogy a nagyobb sorszami tag nem lehet kisebb az 6t meg-
el6zd tagnal. Forditva, a cstkkend sorozatokra pedig az jellemz6, hogy barmely
két egymast kovetd tagja koziil a masodik nem lehet nagyobb az elsénél.

Alsé tagozaton gyakran adunk olyan feladatot, amelyben egy szdmsorozat
tagjait kell névekvo vagy csokkend sorrendbe rendezni.

2. példa
Ird fel a szamokat ndvekvé sorrendben!
10,7, 13,4,16,1,19,25,22, , , , ,

Talalsz-e valamilyen szabalyt a szamok kozott? Ha igen, akkor folytasd még
5 taggal!

A novekedés vagy csokkenés iitemét, sebességét vizsgalhatjuk a kovetke-
z6 feladattipussal.

3. példa

A két sorozat koziil melyik éri el elébb az 1500-at?
a) 100, 200, 300, 400, 500, ...
b)1,2,4,8,16,32,64, ...

Megoldas

Az a) sorozat egymast kovetd tagjai mindig 100-zal ndnek, igy ez egy allan-
do kiilonbségli novekvd sorozat. A 15. tagja lesz egyenld 1500-zal.

A b) sorozat allandé hanyadosi, névekvd, az egymast kovetd tagok mindig
duplazddnak. A kezdeti lassu emelkedés utan hamarabb éri el az 1500-at (a
12. tag mar 2048), gyorsabban ng.

346



5.3.3. Osszefiiggés keresése sorozat tagjai kozitt

Egyszerii konkrét kapcsolatok megismerése, kifejezése tevékenységgel,
rajzzal, széban
A sorozat fogalmanak kialakitasat a targy- és jelsorozatokra vonatkozo tevé-
kenységekkel kezdjiik.

El6készité feladatként kiilonbdz6 mintdkat tekintiink. A jelek adott sza-
baly szerint kovetik egymast, példaul korsk a fiizet aljan (5.40. dbra):

L AOJO) 1O)0

5.40. dbra

A halmazoknal targyalt sajat szemponti valogatasokhoz hasonldan (lasd
2.1.5. fejezet) sorozatokat is képezhetnek a gyerekek sajat szempont szerint.
Els6 1épésben kigondolnak egy képzési szabalyt, majd annak megfeleléen
alkotjadk meg a sorozatot. Példaul: Az egyik tanuld egymas utan kihivja a
tabla elé 4 osztalytarsat, majd a tobbiek megprobaljak kitalalni, hogy milyen
szabalyra gondolt a tarsuk, mig a gyerekekbdl all6 sorozatot megalkotta.

Kreativitast fejleszt6 feladat, amikor azt kérjiik, hogy az elsé néhany elem
ismeretében minél tobbféle sorozatot készitsenek a tanulok.

1. példa
Folytasd az 1, 2, 4, ... sorozatot 5-5 taggal legalabb 5 kiilonbozd szabaly
szerint!

Kozépkezdéses sorozatrol akkor beszéliink, ha nem mondjuk meg, hogy
milyen iranyban kell folytatni a sorozatot, ilyenkor rendszerint Ggy értjiik,
hogy balra és jobbra is folytatni kell.
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2. példa
Folytasd a sorozatot harom-harom taggal!
S s____ s 135 155 175 - ____

Sorozat folytatasa adott szempont szerint
Kezdetben a sorozat képzési szabalyat szavakkal adjuk meg.

3. példa
Az els6 karikaba rakj 5 babszemet, majd a kévetkez8be mindig 2-vel tobbet!
(5.41. dbra)

C O O > >

5.41. dbra
4. példa
El6szor rajzolj egy fekete négyzetet, . D . D
majd két fehér négyzetet! Folytasd a
sorozatot ugy, hogy a négyzetek szine [I . D
felvaltva fekete és fehér, a szamuk pe-
dig eggyel n6! (5.42. dbra) . I:I

[]

5.42. dbra

5. példa
Folytasd a sorozatot még 10 taggal Ggy, hogy mindig egyet-egyet adsz az
el6zd harom taghoz!

6. példa
A szabaly az, hogy az utoljara leirt szimbdl vonj ki 9-et! A sorozat 73-mal
kezdédik. Folytasd!

A képzési szabaly megadasara alkalmazhatjuk az 5.1.2. fejezetben megis-
mert nyiljelslést is.
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7. példa
Folytasd a sorozatot a nyilakra irt utasitasok alapjan! (5.43. dbra)

A ]

5.43. dabra

Megjegyzés:
Az el6bbi példaban véltozé kiilonbségli ndvekvd sorozat szerepel. A sorozat
megadasdnak mddja rekurziv.

A tagok kozotti dsszefiiggés felismerése, a felismert képzési szabaly
kifejezése

A feladatokban szerepl6é sorozatokat néhany tagjuk felsoroldsaval adjuk
meg, s a feladat minden esetben a koztiik 1évo dsszefiiggés, a sorozat képzési
szabalyanak felismerése.

A felismert &sszefliggés kifejezését fokozatosan nehezedd forméban varjuk el.
Els6 1épésként elegendd, ha a tanuldk képesek a sorozat folytatasara. Bzt ko-
vetoen kérjiik, hogy a felismert szabalyt fogalmazzak meg sajat szavaikkal.
Ezutan alkalmazhatunk a szabaly leirasara valamilyen jelrendszert, esetleg
formulat,

8. példa
Folytasd a sorozatot még 6 taggal! (5.44. dbra)

OALJoanOA

5.44. abra

Hanyadik helyen all haromszog?
Hanyadik helyen all nagy kor?

9. példa
Melyik szamok hianyoznak? (5.45. dbra)

Megjegyzés.:

Ebben a feladatban kozbiilsé elemek is meg
vannak adva, ezekkel a felismert szabaly he- "
lyességét ellendrizhetjiik.

5.45. dbra
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10. példa
Folytasd a sorozatot a felismert szabaly alap-
jn! (5.46. dbra) A\ Q (] ‘

5.46. dbra

Megjegyzés:

Sok esetben t5bb megoldas is elfogadhat6 a feladatoknal. A fenti példa-
ban is eléfordulhat, hogy valaki csak a szin valtozasat nézi. Masvalaki a
szint és a méretet egyiitt vizsgalja. A legfigyelmesebbek azt is észreveszik,
hogy az alakzatok valtozasaban is van ismétlddés (négyzet, haromszdg,
kor, négyzet, ...).

11. példa

Mi lehet a szabdly? Fogalmazd meg sajat szavaiddal, majd folytasd a soro-
zatot 5 taggal!

12,24,36,48, , , , ,

Megjegyzés:
A feladattal a szobeli miiveletek végzését is gyakoroltatjuk. Ha tovabbi kér-
déseket tesziink fel, példaul: ,Melyik szam all a negyedik helyen?”, ,Ez a
12-nek hanyszorosa?”, ,,A 12 a 48-nak hanyadrésze?”, akkor a miiveletek
kozotti osszefliggésekrdl, a miveleti tulajdonsagokrol is tapasztalatokat sze-
reztethetiink.

A sorozat képzési szabalydnak meghatrozasat nemcsak széban kérhetjiik,
hanem ugy is, hogy a nyilakra kell a tanuloknak felirni a kitalalt szabalyt. (Ez
nem szobeli megfogalmazas, de nem is képlet.)

12. példa
Mi lehet a szabaly? Folytasd 6t taggal! (5.47. dbra)

5 »10 15 —

5.47. abra
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13. példa

Szamitsd kiaz 1,4, 7, 10, ... sorozat 5., 8., 10. tagjait!

A sorozat tagjainak felirasa nélkiil hatarozd meg a 20. tagot!

Megjegyzés:

A feladat azzal, hogy k6zvetleniil a 20. tag felirsat is kéri, alkalmas a so-
rozat altalanos tagjanak meghatarozasara. Also tagozaton erre még képletet
nem hasznalunk, a képzési szabalyt a tanulok sajat szavaikkal adjak meg.

Ahhoz, hogy a gyerekek, a késbbi életben egy bizonyos probléma meg-
oldasakor a sorozatot modellként alkalmazzak, kétirany( kapcsolatépitésre
van sziikség. Tudniuk kell adott sorozathoz szoveget, problémaszituaciot
konstrualni, vagy forditva: adott problémat megoldani a sorozatmodell al-
kalmazésaval.

14. példa

Dani futdversenyen indult. 10 kort kellett futnia. Az elsé kort 3 perc alatt
tette meg, ezt kdvetden minden kdrben 5 masodperccel lassabban haladt,
mint az el6z6ben. Mennyi id6 alatt tette meg az utolsé kort? Mennyi ido alatt
futotta le a teljes tavot?

Megoldas

frjuk fel a koridok sorozatat masodpercekben szamolva:

180, 177, 174, 171, 168, 165, 162, 159, 156, 153.

A 10. kort tehat 153 masodperc = 2 perc 33 masodperc alatt tette meg Dani.
A teljes tav lefutasahoz sziikséges idét megkapjuk, ha 6sszeadjuk a sorozat
elso tiz tagjat:

180+ 177+ 174+ 171 + 168+ 165+ 162 + 159 + 156 + 153 = 1665.

Dani 1665 masodperc alatt, azaz 27 perc 45 masodperc alatt futotta le a teljes
tavot.
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Pasi Sahlberg:
A finn példa
Mit tanulhat a vildg a finnorszagi oktatasi rendszer reformjab61?
(Finnish Lessons, ford. Fazekas Déra)
Raktari szim: 60170
Fogyasztéi 4r: 6900 Ft

A Finn példa elsd kézbbl szarmazo atfogo leirasa annak, hogy Finn-
| WA DEINL orszig hogyan épitett harom évtized alatt vilagszinvonali oktatési
A FINN PELD/ rendszert. Pasi Sahiberg, a finn oktatdsi és kulturlis minisztériumban
mikdd6 CIMO (Nemzetkozi Mobilitasi és Egytittmiikodési Kozpont)
1Bigazgatéja végigkoveti az oktatispolitika fejlddését az orszagban, és
kiemeli, hogy miben kiilonbozik a rendszer a legtdbb allam oktata-
sat6l. Megmutatja, hogy az északi orszigban az oktatési reform ahe-
lyett, hogy a versenyre, kivalasztasra és a diakok kiils6 felmérésére
tamaszkodott volna, a tanari munka szakmai tartalmanak novelésére,
az iskolak szakmai vezetésének fejlesztésére, valamint a tandrok és is-
kolak fel¢ iranyulé bizalom megerositésére helyezte a hangsilyt. Ez a
konyv részletesen leirja az oktatési valtozasok dsszetett természetét, és
arra batoritja a pedagégusokat és az oktatds irdnyit6it, hogy hatékony
megoldésokat dolgozzanak ki sajat korzetiik és iskolaik szamaéra.

wPasi Sahlberggel 2011 novemberében talslkoztam, Helsinkiben. Akkor nyomta kezembe az
Egyestilt Allamokban frissen megjelent kényvét, a Finnish Lessonst!, amely végre magyar
forditdsban is olvashaté. A misfél évvel ezeldtti megbeszélést megelézé napokban mér sok
helyen megfordultunk® talélkoztunk a Finn Parlament Oktatasi és kulturalis bizottsganak
tagjaival, a Nemzetkozi Oktatasi Tandcs foigazgatéjaval, a Finn Kutatasi és Innovéacids Ta-
nics fotitkéraval, az Oktatdsi és Kulturalis Minisztérium Nemzetkozi Kapcsolatok igazga-
tojaval, meglatogattuk a Helsinki Egyetemet, jartunk 6voddban, altalanos iskoldban (azaz
peruskuoluban) és szakkozépiskolaban is. A mi csoportunk is egyike volt annak a sok ezernek,
amely az elmilt években az északi orszagban jart, mert testkdzelbél akarta latni a »finn okta-
tasi csodat«, megismerni a PISA-kutatdsokbdl Kitiing eredményesség, siker hatterét.

Sok mindenrdl esett sz6 a talalkozdkon, kezdve a finn oktatdsiranyitasi rendszertdl és a
tandrképzés szerkezetétdl a pedagogusok helyzetén és tirsadalmi megitélésén 4t az intézmé-
nyek napi mitkodési gyakorlataig. Megvallom, sok esetben néztiink dssze, kérdeztink vissza,
mert amit hallottunk, egy olyan oktatési rendszer képét vetitette elénk, amely az dltaldnos,
bevett oktatdsirdnyitasi logikaval szemlélve elvileg nem is miikddhetne. Marpedig a finn ok-
tatds nemcsak hogy miikodik, de egyike a vildg legeredményesebb, legkivalobb kozszolgalati
rendszereinek...” (Részlet Pokorni Zoltannak, az Orszaggyiilés Oktatasi és tudomanyos bi-
zottsaga elnodkének eldszavabol)

Tovabbi informéciok a http://www.ntk.hu/cikk/ntkshop/60170 oldalon érhetdek el.

1 A kbnyv eredeti cime, a ,Finn leckék” kétségtelentil furcsan hangzik magyarul, ugyanakkor jol kife-
Jezi azt, ahogyan a finn oktatasi rendszer atalakitasa lépésrol lépésre, ujabb és ujabb feladatok, leckék
megoldasan 4t vezetett el a mostani eredményekhez. Egyuttal az eredeti cim utal arra is, hogy a konyv
felvazolja azokat a fontos kérdéseket, dontési pontokat, amelyckre meg kell taldlniuk a helyes vala-
szokat azoknak az orszagoknak, amelyek a hasonlo elSrelépést, sikert szeretnék elérni sajat oktatasi
rendszeriik fejlesztésének eredményeként,

2 A szakmai Oton az Orszaggyiilés Oktatasi és tudomanyos bizottsaga delegaciojanak vezetGjeként vet-
tem részt mas képviselGtarsaimmal egyiitt.



Steklacs Janos

Olvasdsi stratégiak tanitasa, tanuldsa
és az olvasdsra vonatkozé meggy6zédés
Raktiri szama: 41301
Ara: 3190 Ft

A szerzé £6 célja, hogy az olvasasi stratégiakra vonatkoz6 kuta-
tasok dsszefoglalé bemutatasaval kiemeljen néhdny olyan fontos
tényez6t, amelyek a magyar olvasastanitisi rendszer tartalékat
képezhetik. Elemzi az olvasaskutatas tendencidit, killondskép-
pen azokat az elemeket, amelyek hatékonysagat noha a szakiro-
dalom igazolta, mégsem honosodtak meg hazinkban a jelentd-
ségiikhdz, a bennilk rejld lehetdségekhez képest.

A kotetben elészor az olvasas, olvasastanulas fogalménak,
jellemzoinek 4talakulasat tekinti 4t, ezutan az olvasas diszeipli-
néris, tartalmi dimenzi6janak értelmezési lehet6ségérdl ir, majd
az olvasési stratégidk €s a metakognicié fogalmét, a szgvegértd
olvasasi képesség fejlédésére gyakorolt hatasét elemzi a kiilfoldi
&l  ¢s magyar szakirodalom segitségével.

Az empirikus kutatdsokat ismertetd fejezetben a szerzd (wbbek kdzbit részletesen bemutat-
jaa Kecskeméten és kornyékén végzett olvasdsstratégiai fejleszté programot. Tobb mas kuta-
tasi program kozott helyet kapott az ADORE kutatési projekt leirdsa is, amelyet 14 orszag
kutat6ival kbzosen végeztek a Kecskeméti Foiskoldn azzal a céllal, hogy feltdrjdk az olvasasi
problémékkal kiizdd tizenévesek nehézségeit.

A kotetben mind a gyakorlé, mind a leendd pedagégusok szamtalan jol hasznosithaté gon-
dolatot, médszertani elemet talalhatnak.

www.ntk.hu/cikk/ntkshop/41301



Bardos Jozsef — Galuska Laszlo Pal

Fejezetek a gyermekirodalombol
Raktdri szima: 41302
Ara: 3990 Ft

A magyar gyermek- és ifjisagi irodalomnak olyan sok megva-
laszolatlan elméleti és gyakorlati kérdése van, hogy egyetlen ki-
advéany sem véllalkozhat arra, hogy a meglévé hianyokat mind
pétolja. Ez a konyv is valogat a hatalmas anyagban, és bér vlo-
gatdsdban természetesen megjelenik a szerzok (nem feltétleniil
€rvényes) értékitélete, azért lényegében mégis a mai magyar
gyermekirodalmi kanont igyekszik érvényesiteni. Ujdonsagnak
tekinthetd, hogy a gyermek- és ifjisagi irodalmat esztétikai ér-
vényességli miivészeti alkotasok halmazéanak tekinti, és egyér-
telmiten elvélasztja a gyermekkonyvek egyéb (ismeretterjeszto,
foglalkoztat6 stb.) fajtaitl. Ez utobbiakkal a kényv nem is fog-
lalkozik.

A szerzék nagymértékben tdmaszkodtak a mér létezé ku-
tatasi eredményekre, igyekeztek abbél minél tobbet beépiteni

munkéjukba. Szandékuk az volt, hogy olyan alapvetést nytjtsanak, amely (akar felséoktatasi
kurzusok keretében, akar egyéni érdeklédés alapjan) az egyes teriileteken kiindulépontként

Akbnyv lényegében kétféle fejezeteket tartalmaz. Egyrészt elméletibb, miifaji megkozeli-
tésti részeket (sz6 esik példaul a népkoltészet és a gyermekirodalom kapesolatardl, a mesérél,
meseregényrol, a lanyregényrdl, a vildgirodalom néhany klasszikus miivérél), masrészt a ma-
gyar gyermek- és ifjusagi irodalom napjainkig tarto torténetének vazlatos attekintését nyujtja.
A végén korcsoportokra bontott lista taldlhaté az olvasasra ajanlhaté irodalmi alkotasokrol.

A konyvet j6 szivvel ajanljuk felsdoktatasi hasznélatra, de gyakorlé tanaroknak, tanitok-
nak, 6vodapedagégusoknak is éppligy, ahogyan a téma irdnt érdeklédk széles rétegeinek is.

www.ntk.hu/cikk/ntkshop/41302
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